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AVVERTIMENTO 



DELL* AUTORE 




UESTO quarto ed ultimo Tomo compie il mio Corso di 



Matematica Sublime e l'impegno che io presi sino dal 1804 
di darlo alla luce . Voglia il Cielo che ei riceva nel Pub- 
blico r accoglienza che ottennero i suoi fratelli! Certo ch'io 
nulla trascurai per rendamelo degno e per non defraudare 
r espettativa di uno (a) dei piii celebri Astronomi e Ma- 
tematici dell' Europa 9 che primo incitommi ascrivere que- 
sto Trattato . 
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(a) Oriani nell'Aprile dell* anno 1800 così mi icrìveYa ,» Voi mi parlate 

_ » 

della Teoria di La-Grange in maniera da &rmi credere che vogliate occupar- 
vene per rendere questa Teorìa più ovvia e piii fàcile ali* oso. Quando io 
,f la lessi mi parve on capo d* opera di precisione e di esattezza ; ma ogni 
y, volta che voleva verificare nna formnia era obbligato a servirmi dei noti segni 
,» ditlferenziali. E questo non è che on piccolo difetto, che nolla toglie all'evi- 
9, denza dei fondamenti posti da La-Grange. Per rendere quest* Opera piiì pò- 
,, polare bisognerebbe dare un Corso intiero di Calcolo Differenziale ed Integrale 
u fondato sui princìpi Lagrangiani , e Voi solo fra gli Italiani potreste intrapren- 
^ ji darlo con felice successo. „ 
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DELLE CX)SE. CONTENUTE. IN QUESTO TOMO IV. 
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* CAP. Xh ÙetU soluzìonr particolari e dcf^* integrazione di 
quelle Equaziont che non' compiono i criterj d* Integrabilità • 

262 , 263 -V oolhziòni^]punieolari pelt e:quaMoni del primo e. secondo or-» 

264/ ^ dine .•........'•./.... I 

2 (Ss ,2645 % Sòluzbmt particolari pelf equazioni degli ordini superiori . 

.26^/ Sotuzioi^ doppie •••..•.••••• 8 

270 271 r -4*^^w ^^^^^ f ^^M?^'''^P^'■^'^^'^''' ^^PP'^ •' *S 

272 ,2^3 ?y. Cottasi M>9Jm & aoruziom particolari non conoscendo V in^ 
^74» ^7-5 [- • ' tegrale compiette ^ Come possa ricfinoscersl se una re- 
^l^t^Cl^ l^ione tra ,le variabili è- soltudone: particolare • • 2# 

• m 

CAP. XII. Continuazione dello stésso ibggettìiy, 
* • • • • . • . . , • •'*' 

* 27 8 92^-9. 3atà- mna- relazione tra le variabili^ come si trovi C equa* 

zioner differenziale , di cui quella relazione è soluzione 

partfsotdrc •• • • .• •• • •-••••'•••• 33 

^ 280 9 28 1 -v Problemi Geometrici irt cui Kànuo luogo le soluzione pertico-^ 
282 1 283 / lari .Lord siga^hato- itt Geometria i rapporti Geome* 

teicvsra la soJuzioni particolari e gV integrali . Soluzìo* 
' ni particolari nella' Méccanicot • . .. .. .. .. •• 3^ 

284 , 28 j N Solu:^ni particolari nelle esitazioni a differenziali parziali » 

286,287/ . . Problema sulle tnyettorie 45 

288*289% Cosa significhino tè equaziom che non compiono i criterj 

290/ d* integrabilità ............ Si 

291 , 29 a Equazioni di tal sorta a più variabili, e digli ordini supe- 
riori. Ricerca delle curve rettificabili . . . . . 6it 

GAP. XIII. UUeriori applicazioni aUa Geometria ed 

alla Meccanica 9 

^293,294 Teorìa Generale dei Contatti • • 68 

^295,296 Casi nei quali lo sviluppo ordinario dell* ordinata corrispon^ 
' ' dente ad x Hr a; , non può aver luogo . Delle curve 

asintotiche . 2^ 
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*29*,298-v Altro metcdo di sviluppar le funzioni in s^rle ordinate per 

^99 j potenze di x . ^ ^7 

*oOO>oO'\ ^^^^^ osservaziot^i sulla Teorìa dei Contatti anche di se- 

S02 / condo ordine 84 

* 303» 304 -V Teorìa dei Contatti delle curve a doppia curvatura: hro 

305/ quadratura e rettificazione • • .«'•••• p» 

^ o 1 Teorìa dei Contatti delle superficie . Linee della loro mas^ 

* »3 y ? ^^^^ ^ fninima curvatura . * 08 

310J ^ 

CAP« XIV. Continuazione delio stesso Soggetto. 

* 5 ' * Ricerca di quelle superficie , le quali aver debbono un deter* 

minato Contatto , ed una certa redazione tra gli eie* . 
menti del Contatto . ..Ili 

* 3 1 9 Cosa significhino geometricamente le tre equazioni che sod- 
disfanno ad .una equazione a differenziali parziali • « II3 

*3'3>3J4\ Ricerca delle equazioni delle superficie per mezzo della con'^ 
H^if siderazione del piano tangente . Considerazioni sopra le \ 

^ superficie generate dall' intersezione continua di altre 

superficie - - . 11^ 

*jl'^>317 Applicazioni a casi particolari ••,..•.•. 125 
*3*8,3i9-v Massimi e minimi delle superficie curve ; loro quadratura ; 

320 y cubatura dei solidi . . . • •'• • • • . «131 

* 3 2 1 , 3 2i2 -\ Soluzione del celebre Problema proposto da Vivìani , detto 

23/ Eoimma Fiorentiùo • • • , 13^ 

CÀP. XV. Ulteriori Applicazioni alla Meccanica. 
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324»3^5 *Ì ^^^ movimento per una curva a doppia curvatura: determi'- 

326,327 V nazione della curva descritta da un corpo attratto 

328 J verso un punto ^ fisso « • . 14^ 

*o^9y33^\ Ricerca della curva che descrive il centro di Gravità di un 

3317 uomo che cammina ••••^ \6% 

CaP. XVI, Estensione del metodo dei Massimi e dei Mini^ 
itimi conosciuta altra volta sotto il nome di Calcolo 
delle Variazioni, 

33 'SSS'i Spiegazione della natura di queste ricerche . • • , . i46 

^ òò5*Sà^\ R^^^''^^ delle curve pelle quali è Massima o Minima una 

33*2 / Jìmziime di x,y e dei differenziali della y rapporto ad x 12 1 

* 338 Cenno dell* Istoria deU' invenzione del Calcolo delle Ilaria* 

zioni , • • • • ' I?X 
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*339»340"i Ricerca (felle curve pelle quali è Massima o Minima la qurau' 
34 >34--/ ^^^^ integrale /Vdx essendo funzione di x,y, (— ) ^19 

*343 ,344-i Soluzione del Problema della più corta distanza tra due cur- 
345 > 346/ ve qualunque silurate nello stesso piano. Suluzione del 

Problema della Brachistocrona o curva della più velo* 

ce discesa • • •. • -iSS- 

*347 • 348 -v Ricerca jdell curve pelle, quali è massima o minima la quan- 
349» 350/ ^^^^ integrale /YUx quando in Y si trova anche 

f^) floi 

*35f>352^ Indagine sopra i criterj che distinguono H massimo^ dal mi" 

3 ss/ ^i^o nelle formule sopra con^id^l^ate . . • . . ai4 

* 354» 355 Y Ricerca delle curve ^ nelle quìli è mdsìima o minima la 
356,352/ quantità f'YAx quando in Y si contengono fqrmule 

integrali . Criterio per distinguere in questo caso il mas- 

Simo dal minimo 22S 

35^>35S^ Ricerca delle curve, le quali appartenendo ad una classe 

d* infinite curve dotate tutte di una proprietà comune^ 
debbono avere un massimo o minimo. Soluzione del 

Problema degli Isoperimetri 2313 

*36o Considerazione del caso nel quale la formula che divenir 

debbe massima o minima , è composta di più formule 

integrali 236 

^3^1 >3^2^ Alcuni cenni sulla ricerca delle superficie che godono di una^ 

363/ certa proprietà di massimo o di minimo .... 239 

* 364 Ricerca della superficie che è minima tra quelle che chiudon 

la stessa solidità ••'• 246 

*3^5 Aggiunta al Capitolo delle Variazioni # • 248 

* 366 Appendice I. Sul Calcolo delle differenze differenziali . . «56 
*3^Z Differenze differenziali del secondo ordine delle funzioni 

semplici . m 258 

J*368 Differenze differenziati dell* Equazioni 259 

^369 Differenze differenziali delle Funzioni a più variabili . .201 

*3^0 Somme integrali 262 

^3^1 Somma delC integrale eguale alt integrai della somma • ,266 
*3:a,3:3 

ìli^ì^iS IntegraU dell' Equazioni 2<J8 

3Zy»379 

* 380 Equazioni alle differenze differenziali parziali , in cui la dif" 

ferenza finita riguarda una variabile , e la differen* 
%iale un altra «,««... c3; 
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fi "^ ^ì^^^'^^^'^^ ^ differenze differenziali parziali lineari . i . t88 

^384 Appendice II. Sopra gli Infinitesimi 294 

* 385 Confronto dei due Metodi Antico e moderno -di 4ìfferenziare 295 

* 386 Lo stesso discorso per la differenziazione td integrazione 

àelle Equazioni ^ • • • • 296 

*J^^X 9 3^^ applicazioni del Calcola differenziate alla Geometria ^ Mec* 

canica ec. • « • « . ^ « « • « ^ « • 1199 
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GAP XI. 

Delle Soluzioni Particolari 

e ÀelV Integrazione di quelle Equazioni ) 

/che non compiono i Criteij d* Integrabilità' 



s 
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J. fl6a. Al §$. 117 e 123 abbiamo detto qualche còsa 

J3l rigaardo alle Soluzioni Particolari (a) delle 

equazioni Differenziali » e Differenziali Parziali , e promesso di 

dare nna più .estesa Teorìa di ^este Colazioni ^ A 4:iò è de- 

.Stinato il dapitolo presente . 

Già abbiamo dimostrato al • luogo citato > che se ^ ( « } j' , 
^ ) ss .0 ) .0 semplicemente ^ = o > è 1' integrale completo di 

una equazione differenziale del primo ordine F £0: , j' 9 (^) } ==: o , 

.essendo a la costante arbitraria > la relazione tra x tà y^ che 
.ci è .data dalla eliminazione ^ di a per mezzo delle dne equa- 

zioni .^ s=3« , (^) ss= o, soddisfai alla medesima equazione dif- 

ferepzìale F ;= o > ed abbiamo iJetto cKe questa relazione suol 
x^hiamarsi dai Geometri Soluzione Particolare : ecco ih che 
«ssa differisce dagli integrali particolari. Questi si ottengono col - 
(dare ad a dei determinati valori costanti i mentre la soluzione 
Tom. IV. A 



(a) -Air equazioni « cai L»- Grange dette usa irolfa il nome di Solu- 
zioni particolari^ nella Teoria delle funzioni analitiche ( ove chiama equa- 
z'ioni primitive gli integrali ) ha dato quello di equazioni primitive shtgoU* 
ri: noi abbiam ritenuto il primo noine\ 
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particolare si ottiene col sostituire in p = o io vece di a quella 

funzione di a?,j> dataci dall'equazione (*) = 

dunque quest' ultima equazione ci desse per a una quan- 
tità costante .> o ci desse naa tal funzione di «,j^, che di- 
venisse eguale ad una quantità costante mercè 1' equazione 
^(«»>»a) = o ove dee sostituirsi ; o che in fine sostituita in 
^ ( « > ^ f « ) «= o portasse una equazione , la quale d* altr* on- 
de potesse ottenersi col dare ad a certo valore costante, in 
questi casi r ottenuta relazione sarebbe un* integrale particolar 
re , e non una soluzione particolaDe . 

Neir esempio addotto al luogo . citato dell* equazione diflè- 
renziale, essendo 

^ — ' a«(-|^).H!'ji'(^)' =3 o» il suo integrale completo c^a 



y .%ax -4. a = o , e la soluzicme particolare j» c= x . 
•. Dell'altra equazione diflereoziale 

y(a?'-i./ — 5). (±)~-^(^)^af =:d, r integrale com- 
pleto è 

X •«— 2ay — a* — • & = o : facendo dnnqite 

»* — 20/ -^ a* — ^ =:> , %\. avrà (g) == ~ ajr — sa = o, 

quindi a = — jf , e questo valore di a ci darà , quando so- 
stitaiscàsi nell* integrale completo > ec^ ^ y^ — & = o > la qua>- 
je (equazione è la soluzione particolare, poiché soddisfarai!' e- 
qnazione differenziale, e non pn& d' ahr'òndé ottenersi coli' as- 
segnare ad a qualunque valore costante. 

Se di una certa equazione differenziale V integrale fosse 

^ =1 (»' -^- jF* -, i) (/ «i aoy) ^ (x*^ — è)tt* s= o , in cui 
a rappresentasse la costante arbitraria , si avrebbe allora 
^2^^^"^ ^-^ (**"*■ ^* — i)H-fl(«' — -6)a = o, quindi 
« 5=s ^~r~T^~ - Questo valore sostituito nell* integrale ci dà 
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^_* (*'-*•>*-*) -sj Q ^ g perciò «* H- y — 6 = 0, esser dorcebl» 

la soluzione particolare; siccome però ia virtù di essa il va- 
lore di a diventa nullo i così essa non è che un integrale par-- 
ticolare » il quale risulta dal fare eguale a zero la costante ar- 
bitraria contenuta neir integrale completo • 

Osserviamo una proprietà importante delle sola^ioni parti* 
colari . 

Si sa dalla Teorìa delle equazioni ; che V equazione (^ ) =£= 6 

rìgnardaudo a come incognita f contiene la relazione 9 la quale 
rende eguali due radici nelf , equazione ^{x^y^a) =b o ordi- 
nata per rapporto ^d jz; dunque il valore di ^ in ^ 9 che ci 
è dato dalla soluzione particolare 9 reodeià eguali due radici 
deir equazione ^ (a; 9 j^ , a) == o . 

Non è però getìcralmente vera la proposizione inversa 9 
clie cioè ogni volta che un valore di y in x ci dà due radici 
eguali, sia indizio di una soluzione particolare. Infatti liei due 
primi casi qvì sopra contemplati , i valori y ^ss;: Xy y^ x=a b — , x^. 
che dipendevano dalle soluzioni particolarì ^ — ^ = 09 y^ ^ 
a?* — A =, o 9 sostituiti ilei respettivi integrali completi, condu- 
ce vano alle due equazioni jc* — aoo? h- a* = o , a* -4- %ay -fi 
^* =z o 9 in ciascuna delle quali considerando a per incognita , 
vi è una radice doppia ; ma lo stesso avviene anche nel terzo 
caso 9 per quanto non siavi allora soluzione particolare; 

X ^ y — 6 == o sostituito in * 

(a?* -4-/ — *) (/ — aoy ) H- («* — 6)a' = o, ci dà o' = o j 

e qqindì di^e valori eguali di a . . 

§. 26 g. Veniamo all' equazioni differenziali degli ordini 
«uperioFÌ . > 

- « « « 

rappresenta V integrale primo completo di nn* equazione difib^ 
renziale 
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arbitraria > e si sa che quest* ultima equazione F = o dee ri- 
sultare dair eliminazione della costante a per mezzo dell' equa- 
zione ^ = o^ e del differenziale primo di questa; ora se noi 
supporremo la quantità a variabile , ma tale c^e i termini por- 
tati dalla di lei variabilità si annullino da se medesimi, avre- 
mo sempre- lo stesso risultato per Y eliminazione di a , cioè 
r equazione F= o : (juesta condizione dipendentemente dalla 

quale dee determinarsi il valore di a » ci darà (^)= o^ ed 

il valore di a che ne ricaveremo sostituito iu ^ = b > ci som- 
ministrerà una nuova relazione , la quale soddisfarà alla difFe- 
renziàlc proposta , e ne sarà una soluzione particolare . Il ra- 
gionàmento è lo stessa che quello fatto per le equazioni diffe- 

reiudalì del primo? ordine > ed al valore di a> datoci da (^) = o^ 
si faranno le medesime limitazioni . 

Ma per analizzare questa dottrina con pia precisione y pren- 
diamo una equazione differenziale, qualunque del* seconda ordine 

Essa ha ( §. ii6. ) due integrali primi P= o,. Q= a> 
ognuno dei quali contiene una costante- arbitraria diversa , e sia 
a la costante contenuta in P = o ^ e 6 quella in Q = o . Cia- 
scuno di questi conduce al medesimo integrale finito completo ^ 
e questo sia ^ ( « > ji' 7 a > 6 ) = o ,, essendo, a , h due costanti 
arbitrarie. 

Se per mezzo deir integrale primo P = o se ne- ricerca 
la soluzione particolare ,. ella si avrà eliminando a mercè queste 

due equazioni P == o ,; (^) = or sia R = a il risultato, di: 

questa eliminazione > ed in conseguenza quella soluzione parti- 
colare i se poi .facciamo uso dell' altro integrale primo Q= o,, 

« 

r eliminazione di b tra le due equazioni Q = o » (^) = o > 

ci darà QQ* altra soluzione particolare S = o ► Ora le due so- 
luzioni particolari R = o > S= o > per quanto dedotte da in- 
tegrali primi diversi) sono però eguali tra di. loro, per cui in 



Or. 



della pri- 
e se noi 
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sostanza una sola è la soluzione particolare prima di lin' equa- 
zione differenziale del seconda ordine > mentre due sono gli in- 
tegrali primi completi . 

Per dimostrare c^nesto interessante Teorema riprendiamo le 
due equazioni 

F{a?,^,(£),(g)}==a, (pix,y,ayb)^o, la seconda 

delle quali ci rappresenta Y integrale finito completo 
ina . Differenziamo T equazione" ^( ar , jif > a , 6 ) = o > 

indichiamo questa differenziale, per p'{x ry r {-£,) ^ a > 6 ) = o,- 

sì avrà un integrale primo P == o eliminando b per mezzo del- 
le due equazioni ^=rr o ^ ^' ===• o ^ e se ne avrà V altra Q = o 
eliminando a mercè le stesse equazioni; per aver poi le due 
soluzioni particolari ^ converrà eliminare a dair equazione P = o 
per mezza di essa medesima e della sua differenziale ad a re- 
lativa j e converrà eliminare b dalla Q = o mercè essa e la 

sua differenziale relativamente alla b - 

» 

Ora rignardiama nella equazione p' {xjy y{^)i(iib)=iO 

« 

la quantità 5 come fnnzione dì x,y ^a determinataci dall* c- 
qnazione p{x ^y ^a-tb) = o r e la sua equazione differenzia- 
le presa relativamente ad a sarà 

(^) ^ (£*) (^') = o r nella medesima ipotesi , differenziando 
X" equazione ^ == o > si avrà 

Eliminiamo ( — ) per mezzo di queste due ultime equazio- 
ni r ed otterremo' V equazione 
(^') . (^) {^) . (^) = o r la quale corobiiiata con le due 

equazioni ?>C«'»y> «»^) = o» ^'(«r,y., (£) ,a, 6) «= o» ««^ 

eliminate in virtù dì esse le due costanti , ci darà la soluzione 
particolare risultante dall' integrale primo completato con la co- 
stante arbitraria a . 
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Nello Stesso modo riguardando a come una funzione di b 

nella equazione ^'( a: , j^ , (^) , a , & ) = o , si avrà V equazio* 

ne difièrenziale relativa alla b ^ 

(^') ^ (^) . (^') = o , ed il valore di (g) dipenderà dall' c- 

qnazione difièreoziale 

(g) -t- (g) (g) = o • Ora r eliminazione di (g) tra questo 

dae ultime equazioni 9 ci darà egualmente 

JJ altra soluzione particolare dunque dipendente dall' in« 
tegrale primo relativamente alla b 9 sarà il risultato dell' elimi-, 
nazione delle due costanti a ^ b mercè le tre equazioni 

^ioo^y^a^b) = o, 

(^')-(g)~(^').(g) =70, e sarà in conseguenza la me- 
desima che la già ritrovata 9 come annunzia il Teorema . 

Se dunque conosceremo V integrale finito completo di una 
equazione differenziale del secondo ordine > potremo subito per 
mezzo di esso conoscere la soluzione particolare senza alena 
bisogno della conoscenza degli integrali primi ; infatti essendo 

^{x jy yG^b) z=i o quest' integrale completo 9 la soluzione par- 
ticolare ci sarà data eliminando ajbf{~) per mezzo delle quat- 
tro equazioni 
pixjy^a ,6) = o, 
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§. 264. Illastriamo eoa qualche esempio questa Teorìa. Sia 
V equazione del secondo ordine 

di cnì r integrale finito è 

y — — a?* — bx -^ à" — è* = a . 

Differenziamo quest' ultima equazione, ed avremo (^) — 

ax — b =z o : se ora con queste due equazioni eliminiamo pri- 
ma &, poi a, avremo i due integrali primi della proposta 

P = J» - (f - <»') »' - ( • - a«)« (£) - "' - (S)" = ° 



Se ora prendiamo la dìfTeronziale di P ss o relativamente 
ad a > si avrà 

(4 — 2a) a?* -+ a* ( j^) — aa s= o , d' onde si ricava 

a =' — ; f^ ) il qnal valore sostituito nella stessa P = o, 

ci dà ': 

y - *(g) - (T»y -^Mc'^lV^^ = ^' « 5'^««a sarà la 
soluzione particolare dataci dall' intanile P s=: o. 

Egnaljnèote differenziando relativamente alla 5) V equazio- 
ne Q =3 o > si avrà 

^ H- . ^^/* •>- aò =a o , e qnijQdì 



,) 



—f^ — rr 9 la cni sostituzione in Q = o , ci conduco 



air eqaazione 
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y^f,f^)^L(^y^ 1^^ — .^L. =: o , altra soluzione 

particolare dataci dair altro integrale Q = o . 

Queste due soluzioni particolari però sono in sostanza, la 
medesima , poiché ciascuna ài esse sì riduce all' equazione 

(I -f«*)j'-(«?H.^)(g)-~(J^VH.g = o,chc sarà io 

conseguenza la soluzione particolare dell'equazione del secondo 
ordine proposta . ' - 

Giungeremo ai medesimo risultato «liminaodo subito ayb$ 

( ^ ) per mezzo dell' integrale completo 

y — — a?* — bx — a" — A* = o , della €ua idiflérenziale 

( ^ ) — ax — A = o > e dei differenziali di queste due per rap- 
porto ad a y cioè delle equazioni 



H^ aa H- (a; H- «6) (g) ^ p , /«^ H- (^) = o . 



Eliminando (j-) per mezzo di queste due ultime 9 si bi» 
— -+ 20^ — iibx = .0 i ma la seconda «quazione ci dà 



2 



(^) — axì dunque 
^ 2a — fla? (^ ) H- Hdx* = o > « quindi 



X 



a = ^^ ; jegualmente si troverebbe 



*(t)- 



Sostitnendo questi valori nella prima «quazione, si ritrova 

^ ( I ►^ *') H- ^ - (|' H- a?) (g) ~ (£)' = o «ome sopra . 

§. 265. Il ragionamento che abbiamo fatto al §. 263. per 



/ 
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r eqnaSÌoni del secondo ordine si paò . eiMendere a qnelte degli 
ordini superiori^ e ne avremo dei teoremi analoghi. Così io* 
dicaùdo per p{Xyy^ajb^è):=s:o V im^rale^ finito completo 
di nna equazione ^el terzo ordine 9 i tre integrali 'primi com- 
pleti di -questa equazione differenziale condurranno tmti alla 
medesima soluzione particolare 9 « questa €arà il risaltato dell' e- 

iimlaasione delle tre cosuoti 41)^,4? 4e iki differenziali (^)) 

Ìt) P^^ mezzo delle ^ei equazioni ' ' - ». . 

i' . . . ^ («,^>a» J,c) = o, 

Sì,* , . . ^' (a » j^ » (^) » a ) 6 > e) = o differenziale della i* > 

3* . . . ^"(«?,^,(^),t0)>a,J»c)=codiflfenenzialedeUa2', 
4- • • • (-$-)H.(^')(-^)H.($)(^) = o, 



Ma ^ ^ da^ ^ db ^^ da ^ ^ Jt 

5---(S^)-*-f5){^)H.{è)(^) 






:§.a66. Se noi facendo j>=<g),^ = (^),r. = (^), 

^ = (^i^) » ^ *= (^) >' «opponiamo etieie 

!*(«>> »P >^ » V , w) 5= o tin* equazione differenziale 

dell': orbine « -, «d /(a? ,jr , p , g , . , . . . -^ , a ) = o il su,o 
iate^ftle primo completo , indicandone a la costante arbitraria , 
è "manifestò ehe preso da guest* nltima <Jqirazione il valore di 
42 , che sia a. = :^(a? >y >p » . . . . v) , e sostituito di &aovt) io 
«ssa , &\ avrà 

/{«>^>P»5» v»f(ai>J'>:p>5» ?•••• «»)}==o, che 

sarà nn* equazione identica , Ora essendo y.tf t*l cc.^ fnnzio- 
Tom. IV: . B 



X 



IO matbmatioìl sublimÌ 

si di X dipendenti tra loro ma incognite y queir equazione in 
conseguenza sarà identica anche relatiiramente a ciascnna di es- 
se» rate a dire tntti i termini che contengono il più alto dif- 
ferenziale V» si distmggeranno da se medesimi: quei che con- 
tengono il differenziale immediatamente inferiore > si distrugge* 
ranno^egaalaente » e cosi di sesnito . 

i i differenziali di qnell' eqaazione identica» presi rela* 



m identiche : avremo dnnqoe V equazioni 

(^)H.(f:)(^)=:0, 






(?>-^(5>(l)=«». 

ce. 

ideotiche » quando vi si ponga per a it ano valore p - 
Supposta gaesta sostituzione» noi ricavìamo^ 

ce. r 

e siccome la fanzione ( ^) dcbb* essere nolla quando si Èa la 
solaztooe particolare y perciò io questo- medesimo caso i raion 
delle frazioni (g) , (^), (|i) ce. , sino al {'£) inclusive , do- 
vranno essere infiniti ciascuno. 

Di qui à ricava ixn altro metodo per trovare le soluzio- 
ni particolari , ed ba il vantaggio sopra quello spiegato nei §J. 
antecedènti t che pnè applicarsi al caso in cui Y integrale ao- 
ka questa forma y(«>>'>J>>J> v) = a: allora i* altro 
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metodo hoq coadoGeva a nolla » infatti javeiidosi 

fix,y,pi v) = r^xyytpi v) ^41= o, ne 

seguiva ( Y) s= — I , che noa diceva cosa alcuna . 

Per fare na «sempio di qaesto metodo » préadiamo 1'* equa- 
zione integrale del §.162» 

x* — 2ay — a* — 6=0: si ricava da essa 
41 = — y ■^ V(** -H-^* — ^) > quindi 
^(a?,^) == a = — y h* V(»* H-/ — h)^ 






{%) == (|) == -- I M- ^ji-^^^-rrT)'* ^^®*« ^°® ^°^ ^°°- 



zioni saranno infinite se x -^ y* — b=» o: dnnqne iqvesta e- 
quazione ci dark la soluzione particolare. S qnì bisogna iare 
nn* osservazione sopra il metodo generale . Egli è vero che la 

soluzione particolare jcende sempre (^))(^) ^o^ infiniti « ma 

non è però vera la proposizione inversa » che cioè ogni rela- 
zione la quale fa infinite quelle quantità > dia una soluzione par- 
ticolare . Perchè «iè succedesse ) bisognerebbe che queUa rela- 
zione non rendesse la funzione p eguale ad una costante) giac- 
ché in questo caso si avrebbe un integrale p«tioolare i e non 
Ana soluzione . 

Per esempio . Sia a = ^{»«^) = (^ — ce) « e «i «yra 

(^) s=3 m{y — *)*"" > « se z» < 1, ambedue queste qotati- 

ù. divengono infinite facendo y — a? = ò . Questa illazione pe- 
rò non darebbe una soluzione particolare > perchè aostitnita in 
P) lo riduce o nullo o infinito) secondo che m è positivo o 
negativo. 

$• 267. Cercando la soluzioQC particolare dell' equazione 
del secondo ordine 
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(g)-«(g)H-?(g)_{(è)_«(g)}._(0)- 

abbiam trovato 
(F).....j-(,-|.«-)-f.^-(i!^.«)(g)-(e)« = o. 

che risalta relatiramente a (^)t ci dà 

(iy^ ,^, g*-K* V(l-»*')..»/(l6j>H-4**-»af*) __^ 

^<<«^ 4 4 

Divìdiamola per 4- v'C '^J^ Hh 4«* -*•«'*)» ed avrema 

yf.yfj"^ = ad» 1/ e i -«-»•). il coi integrale compie 
to è V 

«*) — - x\ <4- K > essendo K la costante arbitraria. 
Qoest^ ei^uasdone è ben diversa dair integrale completa 
y j£ a* — 5ar a* — 6* s= o r essa per^ soddisfa alla prò- 

posta equazione differenziale del seconda ordine f poiché sod- 
disfa alia soinzione particolare del prima ordine , per cui e 

eoddisfatta la proposta medesima- 

La soluzione particolare (F> essendo una equazione diffe- 
renziale del primo ordine» pnò avere ancora essa una soluzio- 
ne particolare . Per trovarla » quando vi sia > adopriamò il se- 
coada metodo» qvi sopra spiegata - Avenda dunque 



# I • 



35* ) — a? J , si trova stibita 
/ *? V =s - : e Questa Quantità dovenda essere in- 



finita > ci dà 1 6jf -^ 4*' -f «* = o » che sarà la soluzione par- 
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ticolare dell'equazione (F). Tai solozioai particolari possono 
chiamarsi Soluzioni particolari doppie ^ essendo esse nate da 
jin' altra soluzione' particolare . 

Questa relazione 1 6y h« 4^^^ *4«. «^ =3 o > la quale soddi- 
sfa air equazione ( F ) ,. non soddisfa però alla proposta del se- 
condo ordine : noi V avremmo potuta dedurre immediatamente 

dall' ìntegra^ completo y -^ — x^ — bx — a* — &* = o ^ (]e- 

terminando a e b per mezzo delle due equazioni differenziali 
relativamente alle stesse a ^b: si avrebbe in questa guisa 

— X* -4* aa = o ^ 

X ^ ab =^ o ^ e quindi 



tt=3 — —y 5 = — ~ % questi valori sostituiti nell' integrale , 
ci danno 



jr --f- -^ •*•* — = 6 come sopra . 

§. 268. Per mezzo della Teorìa generale delle soluzioni 
particolari si può dimostrare ^ che quelle soluzioni particolari dop** 
pie > delle quali abbìam parlato al §. antecedente 9 risultano dall'in* 
tegrale completo ^{xjyyayb) = o^ eliminandone le due 
costanti arbitrarie per mezzo delle due equazioni particolari 

{^) a=50,(^) = o;e si può di piiì comprendere Ja ragione 

per la quale esse non soddisfanno air equazione difTevenziale del 
secondo ordine , di cui F ( a? ,^ , a ^ 6 ) = p è T integrale completo . 
^ Infatti se rappresentiamo -per 

/{^>,y»(£)>(0)} «=**'Ci queir eqn»zioùe .del secondo ordi- 
no ^ noi la potremo cotisiderare come nata dall' eliminazione del- 
le due costanti a ^ b per mezzo di queste tre equazioni 

<rpt=o. 

Se noi ora rignardiamo a e 5 come fanzioni di » e di j^t 
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la di^érenziale prima di P s= o , non è già dfP = p sempli- 
cemente , ma dF -h da. (^) h- db . (^) = o , la quale si ri- 
duce alla dF =~<r, determiaaodo a^b per mezzo dell'equa^ 

zioai (^) =8 o , {^) a= o, che danno la soluzione particola- 
re doppia . 

La diirerei!fziìi,Ie dF sviluppata che sia» contieoe le varia- 
bili ^ 9 jf ) (^ ) e ìe due costanti atb: rappresentiamola in con- 
seguenza per ?>(« » j» » (^) » a 1 6) : T equazione allora d*F=s o 

sarà la diflèrenziale prima di ^ =: o , cioè d<f> s= o : se ades- 
so riguardiamo a , b come rariabili determinate secondo che si 
e detto ) la difFerenziale dell' equazione ^ = o non sarà dp =s 

o , ma d<p ^da. {^) -*. dò . (^) = o , la quale oon si ridu- 
ce già alla semplice dp zaa o ^ poiché in generale le equazioni 
(^)«=o, (^) = o, che determinavano a^b , non soddisfai- 

ranno a qnest* altre (^) =s © , (^) = o . 

E' dunque impossibile che V equazione F(a?,j^,a,5) = o 
nella quale a , 6 sono funzioni di ^ e di ^ dateci dall' equazioni 

(^) = o,(^) = o, soddisfaccia generalmente ali* equazione 

differenziale del secondo ordine « che si ricava dalla stessa e- 
quazione eliminando a , b con- V ajnto delle di lui dii&renziali 
prima e seconda > riguardando a > 5 come costasti . 

Si può estendere qoetta Teorìa agli integrali dell' equazio- 
ni degli Ordini superiori . Cosi se abbiasi un integrale completo 

F{x ij/ ta-ibiC) s=s o ove a^b^c sono tre costanti arbitra- 
rie > e si determinino per mezzo delle tre equazioni (~ ) =s o> 

(^)=ao, (^)s=:o, 8i avrà una soluzione particolare tripla > 
che «ara in «conseguenza la soluzione particolare di una ^qua- 
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zione dtiSèrenziale del priaio ordioe^ questa nkima essendo nm^ 
soluzione paiticolare di una equazione differenziale ^el secon* 
do ordine > la qnale è la soluzione particolare dell' equazione 
del terzo ordine i che ha per integrale completo F(a;,j^>a\ 
bfC) = 0. 

Questa soluzione particolare tripla però non soddisfarà né 
air equazione del terzo ordine 9 né all' equazione del secondo 1 
che é la soluzione particolare di quella del terzo • 

$. 269. Abbia m detto qnì sopra che le soluzioni partico- 
lari doppie delle equazioni diflcrenziali del secondo ordine , 
soddisfacendo alle soluzioni particolari del primo ordine 9 non 
soddisfanno generalmente a quelle equazioni differenziali del se- 
condo: ora per compimento di questa dottrina si può dimanda- 
re se ponno esistere delle equazioni finite > o senza differenzia- 
li 9 le quali soddisfacciano ali' equazione del secondo ordine , 
senza soddisfare alle- equazioni differenziali di primo ordine 
( cioè ai snoi due integrali primi completi » e alla sua soluzio- 
ne particolare prima ) da cui essa dipende . Per rispondere a 
qoesta questione rappresentianro per 

(^) = F(a?,jf , (^)) una differenziale del secondo ordine e 

per y =/(« ^a jb) il suo integrale finito completo 9 a 9 6 es- 
sendo costanti arbitrarie . Se noi le supponiamo variabili e di- 
pendenti una dair altra > dìfièrenziando V int^ale completo ^ 
avremo 

dy=^dx.{f)^da.{ ^f) ^ db. (^) ^ che si riduce alla ^ 



dy=:dx (^) , oyvcro ( S) = (ff) , feoendo ' 

Siccome in (^) sono contenute anche le quantità a» d'i 

« 

indicUiamoIo per Z' (« > a > 6) ed avremo (^) ss (^') qnan* 
fio £tcciasì 

* 

<2a (^) -t- «i6(."^) = o : mentre danqne a » 5 sono variabili 
noi otterremo gli ftessi valori l^^^ (£)>(0)> « ff^ifiàì egnal- 



X 
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xoente soddis&remo air equazione diff^rqntìale del seconda or* 
dine come se quelle cj^aantità fosseso state costanti i quando es- 
90 siano determinate per mezzo delle due equazioni 

• • * * • 



da ^ ^ db 

Si soddisfa subito a queste due equazioni col fare rfa=:o^ 
d6 = o , ciò che ci dà per a e per b due costanti arbitrarie > 
e si ricade nell' equazione d* onde partimmo . 

Se poi eliminiamo da queste equazioni il rapporto da:db^ 
otteniamo V equazione 

(^).(~) — f^)(^) = o > la quale ci dark una di quel- 

le quantità espressa per V altra . 

^loppomamo che il valore di- b espresso per o» sia rappre- 
sentato dall'equazione b =iT(a:,*). Sostitaeodo questo Tale- 

re in una dì jquell« equazioni , ne ricaveremo un' equazione 

differenziale (E) in x ^a e da , il cui integrale ei darà il va- 
lore di a espresso per x . 

Sia r integrale completo di <}uest' ultima eqpazione a =5= 
^(^ ) e ). esseedoc U costante arbitraria i . e trQvandope la «^* 
luzione particolare col determinar e per mezzo deir eq(Uazione 

(^,) =r o > si avrà up altro valore di u s«aza la costaiite e : 

Se ora sostituiamo ^(x^c) in luogo di ^ nelT equazione 
& = Y(a7,a), ed in seguito poniamo i valori di a e di b 
neir equazione y z=f{xyayb)^ avremo T equazione y ±= 
^( a? 9 ^ 9 Y ) che conterrà una costante e 9 e soddisfarà alla 

proposta 

» • 

( j^.) t,: P •(«,>, (?)>" ^^°*° Bel ca^o in cai e è costante ar- 
bitraria ) che in quello in cni e è una fpnzione di a? dataci 
dair ec[nazioue ( ^ ) = o . 



Qaést* «q!aaiioae del éec^nd^ ordine' avrà dunque in gene- 
rale due soluzioni particolari finite o scn2a' differenziali « Bi- 
na delle quili contiene un» costante arbitraria , C 1* altra no . - 

<§. ^70 Esaminiamo ora i rapporti che hanno queste foln- 
zioni particolari con la soluzione particolare differenziale del 
primo i!>rdine , dalla qnafle è soddisfatta f esazione 

I»riraierati)cnie T etjwRHone yTs=f{x^ p-^ ^ )» mentre .vi n 
riguarda e come una costante ai-bitcaria ^ non pob ^scre che 
r integrale compieto della soluzione particolare del primo ordi- 
ne dell' equazione 

{^) ^= 1^ fx ty i (^)y y perchè eljminandd e tra 1* eqtiazione 
^ =/(jc , ^ ,T) e la sua <difFei»nziale -, si attiene nn*fiqnazio» 
ne del primo^rdine j che dovendo loddisfare all' equazione 

( ^ ) 33 F ;f » tj « C^>} 4 °^ sarà in «conseguenza la Minzione 

i)articplare del prìaio ordine stesso >. 

Essendo ^ :==^/(^ 9 ^ 9 T) r integrale completo della sola- 

:2i(jrtc! particdlare del primo ordine^ avremo »in conseguenza n- 
fla sòlnzione doppia 9 considerando Ja costante e di iqtieir inte- 
grale completo .4K)tne una ihnzione di x detenuinata per mezzo 

4eir equazione ( ^) s=9 o : Ara «ssendo f una fanzione dì f > T i 

mentre T .^ ihozlone di .4^ ^ e la stessa ^ di x; 9 fl avrà 

(1^) = (*) {(^) ^ C^) (0)} = 0, « questa equazione ci 

4arà il yalore di e espresso per « . 

Tale ^e^azione fi decompone in dne altre 

^ Si hanno pertanto due soluzioni particolari doppie; 1 iui> 
«che risulta dall' eliminazione di e tra le equazioni 

Tom, IV. 
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y =/( jc,^,Y)e(^) = o, r altra che risalta dall' elimi- 
nazione di e tra le equazioni y =^f{x , ^ > T), e 

La prima ( che è quella stessa di cui si parla alla fine 
del §. antecedente ) soddisfa all' equazione differenziale 

(^) s= F \^ ^y 9 i^)y t ^i cui essa è una soluzione partico- 
lare finita 9 cioè senza differenziali e senza costanti arbitrarie ; 
e la seconda non soddisfa alla differenziale 

(^) =? F ^0? , jr , (%)} ^ quando essa non sia contenuta nel- 
la prima . 

Ricaveremo poi da questa analisi che una equazione del 
secondo ordine non può avere soluzioni particolari finite , che 
nello stesso tempo non soddisfacciano quali integrali completi > 
o soluzioni particolari alle equazioni diflerenziali del primo or- 
dine , da cui essa dipende . Non è però vera la contraria > giac- 
ché r equazioni differenziali del primo ammettono delle soluzio^ 
ni particolari ^ le quali non soddisfanno a quella del secondo « 

§. 271. Un' altra proprietà delle soluzioni particolari è che 
esse rendono infinito qualunque moltiplicatore ) che faccia inte- 
grabile r equazione cui appartengono . 

Sia infatti 
(g)H-/{^);^>(g)t (^)} ^ o r equazione 

differenziale di un ordine qualnnqne n » e rappresentiamo per 
M un moltiplicatore di qaest' equazione : sarà allora 

M{(£^)-<-/[*.J'.{g),-..(^)]} = dp{«,J',{*.).-' 



••••(^)} = o- 



Avremo daoqae per integrale 
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'^'(*»J'»(^)» ..... {~^)y=:^a9 essendo a la costante 

arbitraria . ' 

Ora la soluzione particolare debbe soddisfar* alla proposta 

(£i) •^/{«'»J' » (£) » • > ^ • (£ì^)} =* o senza esser com- 

• • • « 

presa nell* integrale completo 

{» ». 

*>.y>(^)> ^S^— )} '^^ *^* ^"nque il valore "di 

( ^^.-, ) ricavato dalla soluzione particolare, e sostituito nella 

fanzione ^ ( <a; , ^ , «e. ) non dee renderla .eguale ad una . quan- 
tità costante ; per conseguenza non debbe rendere nulla la sua 
differenziale 

Dsoque* gofisto valore debbe rendere . nnlla la qnaatìdl 

<S)^/{*'.y'(S).> • ' (0=^)}» "«a^« non dco 

annullare 

M{(g) -^/t«,J',(|), . . « •(£;-?)]}. 3a qual cosa non 
può avvenire se non sia M = oo . 

' • • • ' 

Avremo così un nuovo mezzo per trovare le soluzioni par- 
ticolari , eguagliando ali* infinito i fattori dell* equazioni diffe- 
renziali . 

Per farne un esempio , «ia proposta T equazione 
( ;S ^ "~ v i *'-*•>*-■ ^ ) - ^ '^ ^ • °° ^* '^^ moltiplicatóre h 

"vU'^-^'^- 'Tr' * ^ ^°*^® eguagliato ali* ifiìfinito » ci dà- «* h- / — 

3 e=3 o che nie è la Soluzioàe .particolare > e combina con quan- 
to abbia» trovato al §. a66. 
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$. a^a. Quando è dato l' integrale completo» abbiamo. ve* 
dato come pno ritrorant la aolnzioae particolaie se vi è« ^^ 
diamo adesso come può aversi questa relazione tra le variabt« 
li > qnando non è conosciiuo 1* integrale completo > 

Hiprendendo il principiò delle solozioni partìc(^ari* sìa 
F(«,jr^a)=30 r integrale completo di nn'eqnazdone diffe- 
renziale del primo ordine. 

Questa didèrenziale sarà il riaultato dell*^ eliminazione del- 
la costante a tra le due equazioni F ss o > 

<fP a=s {(£) H- (7 ) (^)} <i» = o ; e la soluzione particola- 

» • 

re sarà il risultato deir eliminazione della stessa a tra le djie 
equazioni "F ssa o f {^) = o* 

Supponiamo che dair equazione dF s= o si ricavi il vigo- 
re dì a dato per «,jr e (£.)«eina as=f -{«a^tf^)};»! 
sostituisca questo valore in F s=s o> e si avrà F{xtyfP) = o 

per rapprescotaro la djAèrenzìale della F == o > 

Pf endiamo oca la diffèrcoeiale di questa coazione 
T^XtXiP) =s Of ed avremo 



ifp 



= o , essendo la quantità 



qaale 



^^) ,u.(^)(^\ idendcamente nulla, dal momento che avremo 
in essa sostituito per a il suo valore ricavato da 



VP 



aP\ fgy 



o. 



La differenziale dunque dell' equazione F(ap,jr,^)!=o 
sarà scmjfliccmentc {-) tff -ss: <o , la *quàle si <de€OiDpàae in 

queste due -Sp-'sss e » tSO ''^^ • 

La prima dp sss o b ooa eqoszxpne del secoddo ordine 9 ^ 
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ci dà a yjdftf^ 'ài (0) ie v ,y e (^) j e Tio^gmle «i.e8- 

sa è ^ =:? a .CQ3tante : ìq guest» guxsji ^ = a> P(^»^>P ),«=»= -9 
sono dae integrali primi della stessa equazione di^renziale d^I 

secondo ordine if^)dp = o^ ed in conseguenza eliminando trg 

essi (~ )> si avrà ( §. 206. ) V integrale della A^edcftiipa PfjCt 

^ , (J) ) .= o completato con la costante arbitraria a . Qnesta e* 
-Iimìnaeiaa0 si ottiene con eliminare la quantità ^ > e si ba 
^^'(0^ 9^ )^*) °==^ > ^^ ^ r equazione d^onde partimmo . 

Se noi prendiamo in esame T altr^ equazione (j^- ) s=?= p^ 
si vede che essa soddisfa alla medesima e^qazioae -del .9ppQp49 
ordine; e siccome essa contiene Xjjr>{^)> Vol non ¥i si tro^ 

va la costante arbitraria y così pup riguardarsi come no integra» 
le primo della stessa equazione non completo . £]ioiinaada por* 

ciò (^) tra le doe equazioni (^) =5» o> F(x,j,p) s^ o si 

avrà nna relazione tra x ed y^ la, quale soddisfarà alla F ( « » 
jfy^)t=o> e noa potrà esser presa por integrale complett» > 
joancaodovi la costante arbitraaa . 

Qnesta relazione è anzi la stessa isolazione particolare della 
^{» tytP) = o: infatti per eliminare tra le dm» .equazioni 

.( ^) = o , P(a? ,^ , ^ ) s;=,o Ja ^nantìtà (£),'ba8terà,eIijBiinr- 

re p che la contiene ; ora il risultati» dell' eHminazione di p 
tra qnelle due equazioni» è -la stesso che il risaltato dell* eli- 

mtnazione di a tra queste altre ( — ) =s o> F\^x yy t a) sss o^ 

dunqae il risultato dell^liminazione di f , ovvero di (^)»ci 

darà la sdlniione particolare . 

§. A?^^. .Giò.pfttmesso» jia ^prcfwpca xio* «qmziooe difiérep' 
ziale qualnnqtte del primo ordiae fdx ss o » essendo ^ noft 
foozione 



/ 
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/ {* > J' ' (g)} qaalnnqac àix,y,(fj.I/ equazione 
/{«»i,(g)} = o risalta dall' eliminazioae della costante a 

^rf*^ -^ V^^M^^; — o ; ora il risultato di questa eliminazione 
essendo F(^;,^,^) ==o, le due equazioni/ rar,r,Yi&^\ -o, 
* ^* , jr , ^ ). «= o, o saranno identiche , o differiranno per qual- 
^e fattor comune, che si ritrovi io una di esse: sia dunque 
M il fattore, che moltiplicando F(«. ,^ , <.) = o, la renda iden- 
tica con r altra , ed avremo 

/{*'J'»(^)} = MF(*,j,,^)j quindi 

M • 

Differenziamo- quest' ultima equazione , e verrà 
v^^J'^P — r 5j —i-, da cui ncavasj 

"4^.= M . (^) d^ H- ^, php è la forwa generale della dif- 
ferenziale di 

/\*>^»(^)}» cioè del primo membro della equazione prò- 
posta . Sì avverta che la lettera / sta in vece di 
/{*»:y»(£))'' lo «tesso vale per le altre F,^. 

Di qui si ricava che data un» equazione del primo ordine 
/{*>^»(£)} = o, si potrà soddis&re alla di lei differen- 
aiale indipendentemente dal valóre di {fi) per mézzo dell' .e- 
quazione (-) = o combinata con la proposta 



.,* 
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f{oc^yy{j^)y =3 o , di modo che qneste due equazioni po- 

traono riguardarsi come due integrali del primo ordine della me- 
desima equazione df =^ o : basterà in conseguenza eliminare 

(g) tra le equazioni (g) = o, / {a?, j' , (g)}==o, ovvero 

( j ) = o , MP {oc ijf ><{>) = o> onde avere l' integrale della 

proposta ) che secondo il detto qui sopra , sarà una di lei solq- 
zione particolare . 

Ora differenziando la funzione /"(«»>» (^)}' » si ^ 
( pongo p per (g)) 

{(&') Cf ) -^ <^) -*• (|)(^)}d«;dnnqDe paragonando qucr 

Sta differenziale con la forma generale sopra trovata > si avrà 
r equazione 

che sarà identica . • 

Si riduce nullo il secondo membro > indipendent<9mente dal 



valore di (^)) col fare (^) = o , /= o; si ridnice nullo il 
primo membro indipendentemente dal valore di (!-^)' col fare 

. mX 

(^) = o , (£^) H- (^) (^) = o i dunque quello due prime 

» 

equazioni si tireranno dietro le seconde; dunque si avrà una 
soluzione particolare eliminando (^) per mezzo deir equa^io* 
ne proposta > da queste due equazioni 

> Se ì dne risultati danno la misdesinia equazione tra x'^yi 
sarà questa una solnziooo particolaie : -in caso di tenQ la pio» 
posta ne mancheià. 
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Se le dae equazioni 
(^) s= o, (^) H- (^i)(f^) = o avranno un fattore comune 

N 4 qoetto egiia^ràm> a ^ro^^ ci dai^ l' e^zione N =±= a » I^ 
qnale combinata con la preposta ^ jsomninii^terà- la solozàone pat* 
dcolarer; 

Sia pec «sempio l' equazione 
C^y Gjb* — ^) — »«/(£) — «• ^ o f (àUfeftiteiamol» , «A 
avremo 

ci 4à 



Ricavando ,da ciascuna .di queste .€fquazioni il . vatore di 

(%), avremo c|r= /i-, i%) -^ - f , valori ^^6 «o^tU 

tuiti nella proposta , ci daranno due «quaziotìi , le quali si n- 
4119090 alfe irf.H^y — '^ =« ©r -«^ «aw perciò la soluzione 

V ^tt' Ristata dir qtenfo .abbiamo detfo qdì «opra , clìe Aa- 
ta un' esoa^oe differenziale 

/{«»J' »•(-}} c=3 o, per .averne la soluzione particolare,; m 
vi è , 1» diffei?©o**«renKf * fià- ottenendo fan- equazione della ^r- 
«Ha F j[^) rH ft ■».<> ♦ n€ ricaveremo jl valore * (^)» cbe ^ 
(^) =av- J : jcgnagliato ^C8W ^alort « -^i^à éommiflistrw* 
le due equazioni Q = o , ? s= o , ,*ia8?5*fla Me qnali «o» 
lunata colla proposta 

f{x'iyhifj} ^ o diiainandùvi (5), ti daA iw» lelteidW 



<ìkLC0s.O: j;r7TE<G.K A x.s,c A», xi: t$ 

tf^ o^jj'. 1,30 queste due . relazioni .saranno. in sostanza lafitessa^JLi 
proposta avrà una soluzione particolare , e «ara espressa da^ tal 
'rèiazione : ia caso diverso « la proposta ooo ammetterà solaaSb- 

fo jpartìcpilare . : .7 

* Quando le due equazioni P = o » Q == o avessero un fat- 

jtpr , comqqe > cp^alìinato questo cqq la proposta > oi darà la solsr 

zipne particolare. 

Per esempio 1' equazióne 

{«(^) —y} ' {*(£)— V} H-«' = 0, ci dà 



m ° "T ::r -r - f » ^^ 



»«C^> — 5y = o- 

Da queste, equazioni .eliminando (^) con l'ajoto della ^x>« 
posta , ricavar «e ne debbe la «olazione particolare • 

I4 feconda di queste due «quazioni ci dà (^) s=s ^, ebe 

sostituito nella prima > dà questa relazione ^ — 3^' = o . Lo 

4* 

' stesso y^iloi^e sostituito sf Ha proposta , porta V equazione --^ 
— -I* oc* =a o. Queste due ultime equazioni -si riducono «lU 

medeidma y -— ^' ss o« che è perciò la soluzione particola- 
re «croata . 

J. 375- Riprendiamo il valore di (^,): sia (g) = — • 

< 

<^ , sia fvBsoY equazione proposta > s t= o la soluzione par- 
ticolare . Le due equazioni y = o , s s:^ o ci danno Q = o ) 
P = o , o qneste quattro equazioni sussistono tutte nello stesso 
tempQ : dqnqne sussisteranno anche nel medesimo tèmpo T ^qua- 

. Tom. ly. D 
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2Ìonl diATereozialt df =3 o y d^f=s a ec » dV = c> rfT? =ae o ee. ,. 
cfQ £= o X d^Q = o. ec. j^ che da esse si dedacono i donq^oe i 

valori di ( ^^ ) , ( ^ ) ea ,. ricavati dalle snccessiVc d i Ufe i eo z i i- 

«Olii di (7^) a=^ — -^ t diverrtono» aùcbe-^». rfcbeeodofT priim. 

in semplici funzioni di x ty P^^ nezao» della; sottitozioae: sac*- 

cessiva dei valori di (£) » (^^) ea dsdbttl dall! »|aa2Ìoai 

X= o ,. df = o ec. ,. quindi. sostitaeadQri il ralore di j? ia x 
dato, dalla soluzione particolare; «= o . 

Questa, proprietà, di rendere indetemninac& le. quantità. ( j^) »* 

Cjfi) ^^' > è il vero> carattere che ZV9» debbano' le: sc^azioti 

particolari ,. e si giatig^erebbe: air assordo* quando* esse txQ fòs- 
scrO' prive-. 

Per^ comprendere- tutto^ questo v io- òsserYo* che- se* pet mez- 
zo^ deir equaziooigfss Q9 cE/fs^^or djf csro^ eo^r si: travanA^ i 

naloii di (^) , (0) eci ia funriom. éi x^jjfr tr «pponiamo* 

avremo' per esprimere rintQgvale* oonpUtd» di qoest' iit[pa»cde: 
f^fssr e I là serie - 

jr~AHf ap:(«,^),M-^*>'(x,.;f)-i.^^''(ar,j')-bCC: 

nella quale perÒ> dee farsi x = O' nei: coefficienti delle' varia- 
bile xrWìh in f («)jf)> ^C^>Jl)l^- Ij3 a costante: che; 
zesta: arbitraria > rappresenta: il valore- al y qaando> x=<>\ 

Daadth ad^ A diversi valóri^ p»:ti«{>lÌH-l>« si haaao* i diverti 
integrali particolari: della proposta» e- se fòsse- datomi integra- 
le particòlkre- espresso* dallf cqnazicme s =5 a, si troverebbe iti 
vdbre di A e- quindi là* serie che- a qtiellò* corrisponde in* qnesta^ 
gnisa . KicavatO' il' valóre di J io. x sia jf =r T» ,. e si: avrà: 

y =^ Yx H^ xjp {xr T« ); H^- — p' (,x r'Vx }; H? ec. p evc- dèe farsii 
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Questa «erìe crebbe .allora aa yalore particolare ili y .coni' 
preso nel completo , .e che avremmo .ottenuto .addi^ttnra se a- 
wommo fatto A ss to . 

.Se ^neir jeqnazione .£ = o fosse :stata jina sol.azione parti' 

.colare ) e non avesse rese egnalì -^ le quantità . ,^'( a; )^ )j 

P^C^ty) ce, ci avrebbe .condotto .egnalmente ;aUa suddetta 
serie , la quale è un integrale particolare ,e non .ima soluzione ^ 
il che sarebbe stato .assurdo ; .col .divenii'e .indeterminate ;le quan- 
tità (j^) , (^) ec. , T. analisi .ci ha ;ivyeitito che quella seri* 

.non può rappresentare la isolazione pattìcolare ; 

Data .nn\equazione tra ,x ^y ^ la .qnale soddisfaccia ,ad .nna 
differenziale , e «ia priva di .costante arbitraria ^ si potrebbe di 
qui ricavare ,ancbe il mezzo ^ ^nde .conoscere se quella .relàzio- 
^ae è un integrale , fovvero una soluzione particolare. 

/§. 376. ^Queste considerazioni ponno «estendersi .alle Mqps^ 
^zioni .degli ^ordini superiori . ,Sia 

« 

^{»»J'>(^)> àjsso.nn integrale primo completo di .nna 

equazione differenziale di secondo 4)rdine ; «eliminandone .a per 
mezzo ,dellk .dF 3= o , si avrà Y equazione 4if«feaziale del se- 

.condo ordine i ed eliminandola per mezzo cleireqùazione (— )=:o, 
si ha la soluzione prìmtf particolare.. 

Sia /^ -f a? , ^ , (^) , (0)\ o scmpKcememe p il valore di 

a ricavato .dall' equazione cff* = o : costituendo <juesto valore 
neir integrale .completo 9 si *vrà sa'^quaziote .differenziale éi 
questa /orma 

F -{a? ty i (5) * f / = o j della quale «i prenda la differenzia- 
le , e vedremo che la porzione relativa ad oc ^y tij^) sarà 

identicamente nulla ^ poiché -i^ che vi è riguardato come costan- 
te , è «tato ^determinato per mezzo -dell' equazione che ci è 
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data dair ega&gliare qaella porzione, alt» zerò . 

La diflbireoziaie dan^ne di F \Xìy , {^)t ^ J = o si n> 



^ 



dariÀ soltanta all' eqnazioae ( ^ ) d^ = a > che si decompen^ 



in queste due (^) = o,. d^ = o. 

La cf ^ =3 o è un' egaazione differenziale del^rzo pidi- 
ne t essendone p z=iz a il sao integrale complete*. Se eliminia* 

ino (jr^) tra queste due equazioni ^ == a, 

F\*>J'>(?)l> ^/ = Oy che equivale ali* eliatioazione di p ,, 
avremo per l' integrale primo completo V equazione 

^\^)7)(^)) aìi = o, che è quella d'onde sismo partiti'. 

L* altra equaeioBO (^) ss a ci daiÀ.» eoo 1' elimÌQazioiì& 

SI p tra essa e* 



F -f ^ ry vCj^) ) ^ }! => 9 > lo^ atess» risnItato.cHe si ottiene eoa 
r eliminazione di a tra^ ( ^ ) e 

ÌF -^tf , j»^) ( j ) » tt ì( sss o : dunque quel ribaltato ^rà «na so- 
luzione prima particolare deU' equazione difièrenziale del secoot^ 
do ordine^,. dì eui 

I ^ {^« >^y > (è.) > iatj = o è r integralo completo v 

Ciò posto sia data V equazione del secondo ordine* 

/{«r»r>(^)r(~)} =3 o r e suppomamoofr 

? {*>J'> (2^^ ^ J ** ® ^ intcg;rale primo completo'. Diffo"- 
renzianda questo- integrale, ed eliminandone la costante arbitra* 
ria , si ha V equazione del secondo ordine 

F {« ,^ , (£) r ^ J sr= o , la eui differenziale aBbiam veduto- 
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it 



««^'e (5;T*^^ = ®' 



Lo due €guaziom/{a?,/,(é),(^)} =»a^ 



•F -(«)> »(j^) » 4» y = o- debbono cooifbiaare tra Iwo» essen* 

do o potendo considerarsi ambedue il risaltato dell*' eltmiaazitf*» 
ne della costante a dall' integrale completo 

^ "C^'-^'C^)» <*}•==* °* avremo dnnqae 
/{«'»J''(g)»(0>}=-MF{*,^,(gK^}.Mcs«nda 

un fattore funzìooe di «>y> (4'') »(^) * 
Di qui si ricava 



quest' nltima equazione > si ha 

df^m(%)dp^^.f. 

Si potrà dnnqne soddis&re alla di^renziale df=o dell» 
proposta} indipendememente dal valore di (J4) per mezza del- 
le due equazioni (^) = 0, 

f\Xtyr (^) > (piyy = o » e se ne arra la soluzione parti- 

fl 

colare eUminandò (^) tra queste due equazioni stesse. 
Ora essendo 



zione identica 



2)>(^)) avremo quest' oqua- 
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Il secondo memlMro si ridace nullo iQdipendeotcQiBQte «dal 
valore di (|^) , col Are (^) s=s o , /;= o : il primo sì .annul- 
la indipendentemente ;dal eletto valore col fare ( ^) = o i 

cqnasdomi sì tiferanno dietro le dae -seconde : dnnqne si .avià 



una solnzione particolare .'eliminando ,(j^) da quelle due secoQ- 

de equazioni vpcr mezzo della ' proposta . Xi' identità 4ei due ri- 
sultati ci ;dar^ uqa solqzione paj^ticolare : finando <juesta non yi 
fosse> i ^ae rispltati sarebbero diversi . il tutto è coofotipe :a 
ciò che abbiamo ,^etto per T equazioni di primo ordine . 

Dunque data V equazione del secondo ordine /"= o , per 
averne la soluzione particolare , ,da .^ssa .caveremo il yalore ;di 

(0)i e se qpesto saj:^ «=? Ji f^emo (£?)== :^, quindi 

P = o 5 Q = o ; queste due equazioni combinate ^con la prò? 
posta i ci daraunq la soluzione particolare se yi è . * 

Estendendo la iricerca alle equq^zioni di un ordine qualui;i- 
que , ne concluderemo! .che per trovare la soluzione particola- 
re i se 9i è » .di una «quasiMie 49lF ordine n ''''.9 conviene ;dif- 
ferenziandola > ricavare ^ essa il yalore 41 .( jn^ ) > «d egnar 
gHarlo a — : se questo yalore sarà ^ , le due .equazioni P = o , 
■Q == o ,ci faranno, la -SQlnziona particolare j ionando con 1' àja'- 

to della proposta .eliminando da ciascuna di esse .( j? ) giunga- 
si alla stc^o risultato*. 

;§. 277. Per farne ^qualche «sempio sia l'^equazioQQ 4el*j> 
condo ordine 
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Io la dificrenzia e ne rìciro' 
(^\ = -^^ t=» £; sarà, damtae ' 

La prima mi dà ( ^ V «» =*= 1 9 che ridocfr la proposta a 
a£af =*(£)} = o > cioè (£^)* — «* =3 9 . La sfcoQda dà. 
(0) =? ^ (^), ébe: sostituito» nefla prd{H>8M ,, Ii^ngia Itt -^ 

4(£y -*. « = o , cioè (^)* -^ «*=5 o : saràidanqne (*)•— 
X*: =f o la soluzione' particolare ^ 

nq altrO' esempio |. sia T cqaàzldii0^ ^ . ' 

Prendiamone la differenziale- per avere il valorcr di C£l^)>' 
e troveremo> 

{T-«-»t(^)-«(g)]«-»(S!)>(0) = «► «»"■»» 

dhof^ne ( ^ ) = -^ se eguagliamo' a zero il fattore: per il quale 
Ct^,) ^ moltiplicato :. si avrà in. questa guisa la sola condizione; 
¥ -^ i?[(£) — «(^)3»— a(0>=:o>dallaqiialft si ricava 

w' — 4(1 -»•«•) • 

Per ottener» poi la soluzione pacticoTare> basta, sostituire 
flellà proposta questo* stesso talore :■ si troya allora 




i3A 



.^lAT E,^Af:AìC jAf :.$ ^ 8,-1, Il jM « 



T * 



. «f^n.«- vallili!: {^(^^)-^'>'^ {^0.)*'-}' 

•^ ^di:^ a 4( 



j6(lH-«»r 



s ■ 



fl*-4- jr' 



P . 



{if-^»[(g) 



o trovata ijni 



IH-**) 
la qiiale si riduce a quest* altra 

LVeqtmzione del terzo ordine 

'sopra ,^ CI da (0) ì= o, di cui 1* integrale completo ^ ^ =* 
- *. jc* ^. 5jp ^ e essendo à i 5 , -e tre * costanti arbitrarie . Ora 
^ueir ecpia;^oae del terzo oi^jne essendo Ja diflEbrenzi^le dell» 
proposta , che è del secondo , se vnplsi che y:=^x-\rpx^c 
j^ddisfaccia » questa , converrà sostituire in ess^ i respettivi va- 
lori per y , (^) , (^) , e SÌ avrà tra le costanti ff,ò,c V e^ 
quazione fi — b* — a* = o , quindi e ==3 a' h- 6* ? e perciò 
ys=±K*^bx'^c^^b* sarà rintègrtde completo delja pro^ 

posta m^desicta. 



33? 



«pi 
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Continuazùme dello stesso Soggetto 



%' ^78. Tlate le «qnazioni differenziali, noi ci occnpam- 
JL/ mo sin ^i a determinarne le soluzioni i^ir- 
ticolarì . Qualche cosa diciamo sui problema inverso ; data cioè 
una relazione tra a? , y » la quale prender sì debba per soluzio- 
ne particolare , xicercniamo 1* equazione diffesenziale cui appar- 
tiene . Noi vedremo die «e la soluzióne particolare è più limi- 
tata dell' integrale completo , perchè non contiene costanti ar- 
bitrarie » ha però il pregio di corrispondere nel tempo stesso 
ad una infinità d' equazioni di06renziali diverse . 

Kappreseaciamo per F(^ fjf , a f b) =^ o an integrale -com- 
pleto tra X y y e «due «ostanti a , 6 > una delle qaali sia funzio- 
ne qualunque dell' altra , ed in generale che tra di esse siavi 
la relazione espressa da y( a , .6 ) = o . Otterremo la differ^i- 
ziale che ne risulta > eliminando queste due costanti per mez- 
zo delle tre equazioni 

d¥^{f^)dx^{pC£)dx^o\ 

/(a,6) = o. 

Se ^unque noi deduciamo dalle due prime i - valori dì <x 

e di & dati per x y y e (^) ,. di modo che sia 

&. = Y-fa?,^,(^)\ = T, e gli sostituiamo nella terza cqua- 
Tom. IV. E 
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zione 1 avrema 1* eqiuzione differenziale f{p » "P ) = o • 

Duaque reciprocaoLeate ogni equazione differenziale di questa: 
forma,, avrà perintegraleconipletoreq^aazioneF(ai?,jf.,a,6) = o,. 
regnando, tra le due costanti ft , ò la reJazione espressa dall* e- 
qnazione ^{atb. ) == o. ,, ed. avremo- nel tempa stesso. 

o = ^{«,j-,(£)}„ 

Dunq[ae ogni valore di y ia «t che Terifiicandò' 1' equazione* 
/(^ ,. Y ) = o non renderà, le funzioni ^ yfi costanti , non potrà: 
esser compresa ncll* integrale completa generale ,; a aarà qmxt-- 
di nnz. soluzione particolare .. 

Sia. y s=zf'{x) questo, valore o^ «ulnziòne^ particolare* ». ft 

sostituendo//*' ( a; ): , (^) per j? e (^) nelle- funzioni^ ^ ,:T „ 

diveEranno^ queste semplici funzioni di Xy ed. eliminando- x tra- 
dì: esse,, si avrà un* equazione- tri: p. fr Y , che- si prenderà: per- 
r equazione- ^( ip , y ) «=. o : 1* e<piaztone- dianqae y '=fx sod- 
disfarà all' equazione /C ^ ^T ) a= o „ ma; non rendendo^ costan- 
ti le q^nadtità. p ,.T , non potrà: essere: compresa; nell' integrale 
completo, generale ». e sarà: in. consegnenzai una: soluzione par- 

ticol!arfr. \ 

Ecco* dunque- a- cosa si riduce- tutto» questo.*: sia /==/« 
la soluzione particolare . Pec avere 1* equazione differenziale cul 
appartiene,, prendasi ad arbitrio^ na* equazione: qnalùpquc; 

(A)..... .F(a?,>',a,6)=o.. . 

Da questa! equazione e dalla, sua differenziale- 
r£?\ -4-f-U^V= o. si ricavino' i; valori, di a; Oidi b ioi 

« »r >(?) > e sostituendo- in» essi ia véce- di y e di (£) i re- 

spettivi valori /«?> (^), sii avranno diie equazióni in «., le qua- 

li per mezzo dell' eliminazione: di x „ ci- darannc nn* equazione: 
^( a , 6 ) =s o tra a e 6 .. 
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Riponiamo in /(a,. 5) = o i primi valori di ^ , ò io 
a? ,^ , (5&) , .«d avremo V equazione .difFerenziale , -della ^ualc 



4* 



y =?/'« sarà la solazione particolare, ed P(«,jf ,<2»A)« o 
r integrale completo , essendo «na «delle due rcostanti ^ iunadone 



dell' altra data per i'eqnazione /{.<i ,6) «= o. 

E siccome r. equazione (A) è arbitraria, si avranno così 
infinite .««[nazioni difFerenziali che .corrisponderanno .alla stessa 

soluzione particolare ^ = jf a? . 

Per .esempio , propongasi per solnzione particolare 3* equa- 
zione y — Ax — JB ^= p , e si .dimandi .a .quale «equazione dif- 
ferenziale corrisponde. 

:Prendendp per ( A ) 1* ;equazione ^ — ,«»' — ^ = o- e 
.didèi:eo;ùaado]9 } si .avrà 



H§i) 



dét 



rQx =2 p , ;e 'ijoindi a 






^(?J- 



I « 



Jja .soluzione particolare proposta ci dà y = A» -4- B , 
y =1 .AV H- aA.B« h- B',, ^e 
■y ( ^ ) «s A*a? H- AB* dunque faccnda :le K)pportune 'sostituzio- 
ni nei valori di a .e di 6 , avremo 

A* H- ~> b =ABap.H-BV,.e r.elimiinazionefdi^icidarà 



,a 



(a 
ab 



A* ) ( 5 — B' ) — .A*B' 
B'a — A*6 e= o . 



e, 'Cioè 



Sostituiamo io quest* ^ultima .equazione i ^valori >di a e ^i 



ò in * , y e (S) , ^e si .avrà 

Qnest" (equazione «differenziale avrà per soluzione partico- 
lare ^ — .Ax — B= o , e per int^rale eompleto y* -^ hpb* — 
b = o ,, .supponendo tra a e ò quest' equazione 
ab — B*a — ^ A'i k: o ì se ne ricerchiamo il valore -di Ò > avremo 
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& = -^~ » c r integrale completo sarà y' — ax ?^— = o. 

Se da qncsto integrale completa si ricavasse per mezzo del- 
le- regole date sopra t 1^ solaziooe particolare r troveremmo ap- 
punto quella proposta in quest' esempio . 

$. 279. Yesiamo alle equazioni del secondo e degli ordì^ 
ni superiori. 

Data r equazione (~ ) H- /( a? , j } = p come soluzione 

particolare , potranno ottenersi infinite equazioni del secondo or- 
dine ad essa corrispondenti . 

Per questo- y prenderemo» un* equazione qualunque (A) in 
»*iy e tre costanti arbitrarie a^h^c. Con V equazione (A} 
e quelle che se ne deducono diflerenziandok due volte 9 tro- 
veremo- i valori di a , 6 , e dati per » , jr , (^) : siano a = ^9 

In questi valori sostituiremo quei di {j')y(^z) ^^^i ^^^- 

la soluzione- particolare (^) H^ f {oc ^ y) =^ o % e dalla dì lei 
differenziale 

^0^ ^ ^^) '^ (^) (£) = ° » ^^ avremo in questa guisa 

io costanti a^b^Cf date per x e per y . 

Eliminando in fine per mezzo di queste tre equazioni le 
varìalrili x ^y f avremo un' equazione tra a^b^c^ f{ a , 6 , e ) = o ^ 
Bella quale sostituendo p > Y , * per aybyCj otterremo V equa- 
zione del secondo ordine /*(^>'J'>*) = o> che avrà per so- 
luzione particolare la proposta , e per integrale V equazione ( A ) 
contenente due costanti arbitrarie 9 giapchè potremo far conto 
che siasi. da essa eliminato il Cy sostituendovi il suo valore in 
a , b dato da jf ( a > 6 , e ) = o . 

Siccome possono prendersi infinite equazioni (A), così po- 
tremo ottenere infinite equazioni del secondo ordine che abbia- 
no quella soluzione particolare. 

. Se la 8ola2done paiticolare data fosse del secondo ordine ^ 
prenderemmo ad arbitrio un' equazione tra Xyy quattro co- 



m 
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stanti a , 6 , e ec. » e così di seguito » 

Per farne nn esempio, sia (^)= Ay la soluzione partico- 
lare : prendasi 1* equazione 

y — t-x* — bx — e = o , e la differenziazione ci darà 
(^) — ax — h = Or ( j!^) — a = o : queste tre eqnazìotti 

ci somministrano 

« = (&.). 6 = (g)-«(S).^=:K-»(£)-^V(S)- 

Ora la soluzione particolare ci dà (^) = Ay , (^) ^^ 

A(-^) = A*^; dunque- 

a = A>, 6 = Ay(i ^ Aa?), e «^^f ( i — Ao? H- T^'^^ 

eliminiamone x ed y , ed avremo a* h- A* ( 6* — swc ) =: o , 
in cni sostituendo i valori primi per a^byCt troveremo 

( ^J» — a A> ( T^J H- A* ( ^ )* = o : quest' ultima equazione 



del secondo ordine ha per soluzione particolare (^)=3 Aj^, e 



dx 

per integrale completo y — ~ x^ — bx — e = o , avvero 

y — -la?' — &a? — ^* ^ ^*^* = o , avendo messo per e il suo 

valore ricavato da a" -+• A* ( ò* — aac ) = o ; a > 6 sono le 
due costanti arbitrarie . 

§. a8o. Veniamo a qualche Problema Geometrico > nel ri- 
solvere il qnale ha luogo la ricerca delle soluzioni particolari 
deir equazioni differenziali . 

Si dimanda una curva tale 9 che la normale in qualunque 
saò punto abbia una data relazione con la porzione dell' asse % 
intercetta tra V origine deir ascisse e la normale medesima di 
modo che , se per a si rappresenti questa porzione e per b quel- 
la normale, sia 6 = "f (a) . 
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Da ciò che abbiam detto { §. 78. ) nell'applicazione alla 
Geometria,, si iia 

a = « H- j'(^) , b =yV {1 H- (£)} V ^ìnngae V «qnazione 
differenziale 

>v^{iH-(g)} = T{a?H->(^)}sarà ijnella , iJalla integra- 
zione della quale dipende la soluzione del Problema . 

Non si saprebbe però integrare generalmente per qualun- 
que forma della funzione Y . Sia per .un <;aso particolare ,ò* = ac» 
e r e^aazìoxie .differenziale .diverrà 



:)'V{i-f.(,^)} = »/(c(«-i.:K(g)>). 

Ricaviamo ,da i-questa :€qnazione il valore /di y(^) « si ;avtà 
y{^) ^=^ H- V' ^ j H- ex — y*y^ .ovvero 



\tlM 



^ ~~ ^y ( £) '^ ^ V ( T H- fix — /) c= Q , ovvero 

cdx — ^j'dy -h acfo? v' ( — -h cjc — j^* ) = o , .ovvìMO 

•4- ..... 

L* integuale di qaest* .equazione è V ( — ^cx — y*)^ .^ 

-^ 

= h iodiciaQdo per fi una /costante arbitraria : tale «dunque sa- 
rà r equazione ;della oarva che risolve il Problema . 

.Haodiamo yia il radicale «da queir integrale > ed avremo 

— H- <?a? — y = ( A -— /^ y j tche è T equazione ,al circolo . 

Per Ticonoscerla anche più facilmente facciamo , A = e — 
essendo .^ una nuova costante arbitraria , e si avrà 
y •+: (* * — ^ )* = ^^» ^^6 la ;e rappre^nta T .ascissa (del cen- 
tro ; la y ec il ^raggio . 

dondudeceroo dunque che un circolo ,che rabbia il suo cen- 
tro neir asse corrispondente a qualunque ascissa = e > ed il 
cui raggio , che è la stessa normale, sia V^c j risolverà il Pro- 



e 
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blema : e siccome infiniti valori dar possiamo* ad e % così infini- 
ti circoli soddisfaranno alla dimanda. 

Ora: si pnò dimandare se vi saranno- altre cnrve che sciol- 
gano lO' stesso* qnesita > ciò che equivale a dire , se vi saranno 
altre relazioni tra le variabili x^y che soddisfacciano alla dif- 
ferenziale 

•• • ■ 
cdx — aydy •+ 2dx v^ ( — H* cor ^— ^ ) = o » oltre Y integrale 

j'* H* ( ©• — flr)*= ec . 

Ad: una equazione differenziale r oltJ^*^ T* integrale compie- 
tfyy soddisfanno le soluzioni particolari se ve ne sono*. Cerchia- 
ma donque queste seconde relazioni nel nostrO' caso . Data all' in- 
tegrale la forma: 

Jf* H- ( ^ — ^ )* — ec= o r prendiamone il diffèrenzialè con- 

sideranda soltanto e variabile % quindi dividendo* per dey avremo 

2.(e — a?) — cr=o, e==» '-^'* . Questo* valore sostituito- 

neir integrale completo r ci dk 

y^' = ca^•-^ ^, che è la. soluzione particolare di quella equa- 

2ione differenziale : soddisfarà dunque al Problema^, anche la cur- 
va espressa, da. 

jf»^=rcxH- — = c(a:-i- — )> clie è una: parabola Apolloniana . 

. Abbiamo^ dnnqne un numera infinito* di circoli che risol- 
vono la questione , ed una sola parabola Apolloniana . Quei ci 
sono dati dall' integrale completo > qnesta dalla soluzione par- 
ticolare . 

§ 281. II Problema che abbiamo* trattato* nel §. anteceden- 
te fn risoluto la prima volta da Leibnizio . Negli Atti di Lipsia 
del 1694. questo graa Geometra dette la maniera di trovare la 
curva formata per T intersezione continua di una infinità di cur- 
ve ^ comprese in una medesima equazione 9 facendo variare in 
essa il parametro per cur differiscono V una dall' altra . In tal 
guisa egli otteneva una nuova, equazione , dalla quale si aveva 
il parametro^ dato» per le coordinate^ e questo valore sostitui- 
to neir equazione proposta ) somministrava sul^i^ta V equazione 
della curva cercata . 
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Ajiiplicando questa teorìa al FroHejna suddetto 9 Leibnizio 
ngnardava la carva cercata come nata dall' intersezione conti- 
nua di un' infinità di circoli che hanno i loro centri nell' as- 
se . I raggi dei circoli erano allora le normali alla curva » e 
la relazione data dal Problema tra le normali e le parti corri- 
spondenti dell' asse , ha jbogo tra i raggi e le ascisse corrispon- 
denti ai centri dei circoli. 

Secondo ciò , chiamando b il raggio di un circolo ^ a !' «- 
scissa corrispondente al centro , a? , j^ le coordinate ^ si ha 

y^ ^{a — a? )* = è* per l' equazione di questo circolo ; e sup- 
ponendo che il quadrato della normale b esser debba eguale al 
rettangolo della ascissa a in una data costante €> cioè =z ac^ 
queir equazione del circolo diverrà 

y* H- {<i — «? )* = ae^ 

Leibnizio differenzia questa equazione > riguardando sola a 
tariablle, ed ottiene 

a ( a — oc) da = cda > da cui a = ——; sostituendo questo 
valore di a in ^* H* (<i — a? )* = ac , ei trova V cqnazione 



y t= ( 5C -^ — )c alla parabola ApoUoniana che risolve il Pro- 

blema . 

Si vede che quel Geometra ha risoluto il Problema in quella 
guisa medesima che si ha dalla soluzione particolare dell' equa- 
zione differenziale, cui lo "stesso Problema conduce: egli però 
lasciò in questo caso da banda la ricerca dell' equazione diffe- 
renziale j e quindi della sua integrazione • 

§. 282. La soluzione di Leibnizio è dedotta, come abbiam 
veduto, dalla considerazione della curva formata dall'intersezio- 
ne continua di tutti i circoli che ottengonsi facendo continua- 
mente variare il parametro costante u ; in generale, si può di- 
mostrare che le soluzioni particolari godono di questa proprietà 
generale : esse appartengono alle curve generate dalla continua in- 
tersezione di altre curve rappresentate dall' integrale completo , 
nel quale si faccia continuamente variare la costante arbitraria . 

Infatti la curva prodotta dall' intersezione continua di una 
serie di curve pochissimo differenti T una dall' altra , è la curva 
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che abbraccerebbe o toccherebbe tutte queste curve 4, e che per- 
ciò avr^be in ciascuuo à^ suoi puoti una taz^gente comune eoa 
una di queste curve stesse. 

Ora sia F ( a? > ^ > a ) === o Y equazione generale delle <{ur- 
ve > dellp quali si tratta .^ a essendo il parametro che è ^costan- 
te in ciascuna di esse ^ ma che è diverso dall' una all' altra : 
la curva che deve abbraciciarle ha un punto comune con cia- 
scuna di queste curve ; essa avrà in coneéguenza le medesimd 
coordinate cc^y y e la stessa equazione tra di esse^ con questa 
sola div^ersità che il parametco a sarà variabile oeir equazione 
l^(x jy jG) :;= o finché essa apparterrà alla curva che abbrac- 
cia tutte le^ltre. 

Di più^ bisognerà che la posiziotie della tangente siala mede* 

«ma nella curva dove a è costante , ed in qnelk ove è varia^ 

. bile : ora si sa che . la posizione di una tangente dipende dal 

yaloTc di (^) » giacche ( §• 78 ) la suttangente è rappresentati 

da j^ ; .(^); dunque bisognerà che il valore di (^) ricavato dal- 
la differenziale di F ( a; , j^ , a ) =? o , sia il medesimo tanto ri- 
guardandovi a come costante ^ che come, variabile fnnzione di 
qp: dunque la porzione della differenziale di F{a? ,^, a) = o 

relativa ad a cioè da{^) dovrà essere nulla: dunque riguar- 
dando F(»,j^,a)=:o come T equazione della curva che ab- 
braccia le altre , bisognerà che il parametro a sia una tal fnn- 

zionc variabile da annullare la quantità (^). 

Avremo pertanto il valore di a in funzione di oc >j' risol- 
vendo r equazione (^) = o. Questo sostituito inF(a7,i»,/2) = o, 
ci darà Y equazione della curva abbracciante . 

Li equazione (— ) =? o è quella che ci dà la soluzione par- 
ticolare ) quando 1*. integrale completo èF(»,^,a)s=o. 

Dunque V equazioae della curva abbi-acciante tutte le altre , 

Tom. IF. p 
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e la solnzione. particolare corrìspoadente: all' integrale complete» 
F(arijf^a)=to> dal qaala sono* rapprèacotata le ca^ve: ab^ 
bracciate^ sona la^ cosa: stessa. 

Qaesta: considerazioae: Gèomecncaf ci presetela il legsìne che 
TI h tra le curve rappresentate dalla, soluzione: partim^Iare r ^ 
dair integrale: completo . 

Osserviamo che il problema snalitico^ d* not tisod'atD ( §. ^78 )! 
ti ridnce a trovare delle- cnxvcy lé- q^oalr avendo» om pacametrof 
variabile » possana formare ceo la lòro^ reeiproca intersezìeoe* una 
t-nrva dat?L : pescamo» io: oonsegnens» esporre il pi»blema: sMtoi» 
f^esta punto di vista. 

3r Abbiansti due cnrve di cni 1^ eqmrzianl siiho^ date') e? 
n delle quali una contenga due costanti arbitrarie , e sr ricer- 
5,- chi la relasTone necessaria tra queste due* costanti- ,. onde- fa- 
tt^ cendor variare quella che resta arbitraria ^ ne- nascano^ un* in- 
fi. fiaitk. di eucve del medesimo^ genere^ le qnalr con la Tor» 
u reciproca inteisezione prodircana T altra cm'va data »r- 

La soldaione^ dt qoesto* problèma di pendè: dalla determina-- 
Sione della relaziono^ tr» lo^ dae costsntf cr, & dcll^ equazione- 
data F(a:>jfta*, fr} =• ctr afEbcBè- qnest' equazione presa< per 
integrale completo r abbia per soluzione paiticorare" j^ = 2azr 
che sarà T equàzioue della cns va abbracciarne tutte quelle: da- 
te daH* altra equa^rone--. 

5 283'. Giovanni Bernullr risolvè- lo* stesso^ problema di Lei- 
inizio per altra via ; cosi: qnestr due Geonretrfc fino* dalla na- 
scita àtì calcolo' difiirenziale ed^ integrale, s' imbatterono^ nelle: 
soluzioni particoIaiT delF equazioni differenziali » senza^ però- ri- 
guardarle come relazioni capaci di soddisfare: alle equazioni di& 
^remstali «. 

11 primo Geometra r cui si presentarono^ sotto* qnestty aspet- 
to r fu Taylor ^ come si rileva dalla sua Opera MetRodits^ in- 
crement&mm pubblicata nel 1715; alla paj^; 1 7; . La soluzione^ 
di un problema avendolo' condotta ad una equazionev la quale 
cangiata dair algoritmo ilassionale nel di^Ierenzialè-i è 



f^iizy{^)^{i^ 2^) (g)*; ebbe' Y idea di difl5treft- 



ztarla ^ e ne ottenne 
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{— a«/H-3(i •*• 26')(^)^(^) =sOi ^*onde ne ricavò 

^aest* ultioia «gaazione -^ 
^^) OS . ^ ^ ^ «he fidooe la proposta « ;qnt«t' ;altcft 

4 «=sy — 21*JÌ~ .^ ^'A* «ioè 1 -i» «' «* y^» «clie ^ , £iqe 

4C[ael Geometra 4 fsingxdaris iguaedam isolutio pmblematìs , 
Jja yrima legnaEione itVy ss o <}i Ak y vss *a *^ jòz^ qniodi 



i,-^) s= ^ , «^^ .=: a fqnatido 2; = o : <jra in iqgesto -casG la 

proposta <]ÌTÌeQe 1 sssia*-^ò* j «dnngne ,6 t=t V ( 1 — iA* ) , e 
perciò y ^=^^{- zV(^i — -a* ) ne -sarà 1* integrale «omiilcto . 
Lia -singolare «quaziione -di Taylor ^ poi una -soluzione par- 
dcolarè;: infatti iaceodo CS'^?4) -secondo la regola 
X€l) « 5 — -^ ^i iia 



Anche Clair&tit nel 17341 ^ ITmcenrio Riocati Wl f 747^ 
^iVpranOo^ per iotegnare un' equazione 'cJHFeBCozialc ^ T artifi- 
Zio 'tjij difJirenziarla ^ per ottetìerne una «quaaone -di un ordi- 
1)5 Fq-eiiore ^ ma scomponibile in -due fattori ^ ^bbe 43ue inte- 
ri ìli iiìffeì^mi ^ nno dei -quali <jra Y integrzìe com|Jcto, l'al- 
tro uua relazione tra le variabili priva di costante arbitrarli ^ 
« che quel Cjeometra rìgnardò «ome una singolarità di calcolò • 

Avvenne lo istesso ad Enlero 9 « nella, sna JMLeocànica st 
ritrovano molti «sempj di qnesta duplicità d' inti^grali : ma £u- 
IciO fece anche di più; assegnò delle regole per scoprirla in 
alcuni casi > come si vede ai §§. 368 ^ 303 9 335 del secondo 
Tomo di queir Opera . 

Questo Geometra poi si occupò estesamente di siflbtta ri* 
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cerca ia naa Memoria inserita negli Atti dell' Accademia di 
Berlino del 1756. 

Sino a quest' epoca le soluzioni particolari erano state li- 
gnardate come relazioni 9 le quali si presentavano da se mede- 
sime e senza integrazione', né aveasi alcun mezzo j^ onde rico- 
noscere a priori se una simile soluzione potefa esser compre- 
sa nella soluzione generale data dair integrale completo . Lo 
stesso Eulero è il primo, che per questo oggetto ha dato àna 
regola generale che ritrovasi nel primo Volume del suo Cal- 
colo Integrale. La* Place dimostrò poi come le soluzioni par- 
ticolari si potevano dedurre^ dalla medesima equazione differen- 
ziale ; ma la Teorìa generale delle soluzioni , la quale ci mo^ 
8tra il legame che è tra esse , V integrali particolari >. ^d il com- 
pleto che ci fa vedere non formare esse un paradosso o biz- 
zarrìa di calcolò, ma dipendere necessariamente dar primi prin- 
cii>y del dalcolo Differenziale che ci spiega qual rapporto geo- 
metrico abbian le curve rappresentate dalle soluzioni particola- 
ri con qta elle rappresentate dagli integrali, deesi a La -Grange. 
Negli Atti di Berlino del 1774 e del 1779 se ne occupò, e^ 

più estesamente ne ha trattato nel dodijcesiniQ quinterno del Gior- 
nale della Scuola Politecnica. . 

Le soluzioni particolari ponno incontrarsi ancora nelle que- 
stioni Meccaniche . Sopponiarao per esempi© che si cerchi V e- 
quazione del moto di un corpo , il quale debbe moversi lun- 
go ,r asse degli x con una velocità che è funzione dello spa- 
zio percorso Xf e del tempo t impiegato e percorrerlo. Sìa 
fioQjt) Y espressione di questa velocità alla fine, del tempo t r 

ed avremo ( — ) s=sf(^x^t): V integrale sarà V equazione del 

IBOVÌqaento • Sia quest' integrale x = F ( a , f ) rappresentando^ 
per ^ la costante arbitraria che si determinerà ip funzione di 
mc^ spazio dato descritto in un tempo dato . 

Sia a =s frù ^dcI valore di a ricavato dall' equazione 
(—") = o; sarà »= F(T£',f) la soluzione particolare, e rap- 
presenterà ancora ^^ssa un movimento che risolve il problema t 
avremo dunque due movimenti 

«? = F(a , f ) , 07 =: P{.Tf , t}) cosi generalmente parlando la 
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gestione è risointa in dne modi ;. V esame- però di essa nei ca- 
si particolari toglierà ogni equivoco , e potremo conoscere .qua- 
le delle due soluzioni è quella che risolve.il problema. 

E qui osservo che il movimento rappresentato dalla solo- 
zione particolare ^ = F(Yf , if) è solo ed unico; mentre T in- 
tegrale completo ci dà un nnmero infinito di movimenti deila 
stessa natura 9 i quali si ottengono con dare ad a dei valori 
particolari ; tra questo nnmero però infinito di movimenti se ne 
potrà sempre trovare uno che alla fine di un tempo qualunque 
determinato t abbia !• stessa velocità che alla fine di quel tem- 
po trovasi nel movimento rappresentato dalla soluzione partico- 
lare . Quel movimento si ha facendo a = Ti essendo t quel 
tempo determinato . . 

Queste riflessioni sì estendono al caso di un corpo che mo- 
rendosi in qualunque maniera nello spazio > ha tre moti secon- 
do la direzione dei tre assi ortogonali . 

Se i movimenti fossero dati per mezzo di equazioni tra 
le forze accelcratrici le velocità, gli spaz> ed il tempo > al- 
lora a\^rebbero luogo le considerazioni sopra le soluzioni par- 
ticolari dell' equaizioni del secondo ordine . 

§. 284. Venendo a parlare delle soluzioni particolari nel- 
le equazioni ai differenziali parziali j noi osserveremo che se si 
ha un' equazione del primo ordine 

^ {«^ »7 > (^) » ip) > 2} = o, il suo integrale completo (§. i rp) 

dee contenere due costanti arbitrarie. Sìz F(*,y,2,a,5)=:o 

qtrest' integrale , e queir equazione risulterà dall' eliminazione 
di a , b per mezzo dell' equazione ^ = o , e delle due diffe- 
renziali parziali di essa rapporto ad a; 9 e ad j^ . 

La soluzione poi particolare ( $. 123 ) ci è data dair eli- 
minazione delle medesime costanti per mezzo di queste tre e- 
quazioni 

/=o.(t/) = o,{f) = o. 

Per esempio f integrale completo dell' equazione 
^ =* >(!) H. x(é) ^ &/(, ^ (g)* ^ (gy) , essendo 
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z s=:itx •^hy ^%Vit ^^ ^ i&*) f «eco coma me toaurete^ 



fDO la soluzione particolare • 
Dalle <dne equazioni 



in 



« 

i = -jT^^^rzrr.'f * sostituendo questi valori neir integrale 

completo ^ otterremo « = \/ ( A* — «^ — ^ ) , che sarà la ri* 

cercata soluzione particolare « 

Se non fosse «dato V integrale completo ^ vediamo come ot- 
tener «e ne potrel^be la soluzione particolare . Noi seguiamo 
ma ragionamento simile a quello fatto per le equazioni differen- 
ziali «empiici , 

Sia Vi^^yjZjUyh) c=5 o un integrale completo; Ver 
qnazione a difibecnsiali parziali cui appartiene^ sarà il risulta^ 

to ideir eliminazione di 4Z ) ò tra queste tre equazioni 

(l) . . . • . T(«^J^,2,<Z,A) = o/ 

(») (S)-H (£)(£) = o, 

(«)---(g)-^(0)(«)-=«. 



i due valori di a^b ^ ed avremo 

(4) F(«> J' > « > ^ > ^) = o per queir equazione ai dif- 

fereoziali parziali . Così l' equazione { 1 ) sarà 1* integrale com- 
pleto dell' equazione ( 4 ) . 



\ 



Preadiamo- le due^ differenziali parziali deir ^qtmiafie ( 4 ) 
e 8i avrà^ 



(S>H-(H)(H)-..{S)c^,.^(g)(«, 



qiiestè si ridoeoacy semplicemeate alle seguenti 

(5) (s>(^)H-(j)(^)=<^. 



^ 



giacché gli altri termini st annullane mercè le eq^flzioni ( t )< (3 ) . 

All' ultime* equazioni si soddisfa facendo ^=»a^. "¥ =2 bv 
così tanta il sistema delle tìne equazioni ^sssap ^=5^ qtian* 
to r equazione F(oc,j?,2;,^»'i'> =3 o soddisfa alle due equa- 
zioni ( 5 ) y ( 6 ) > le quali sona differenziali parziali del secon-^ 
dio ordine. 

Se dunq^ue eliminiaxiia per mézza delle tre equazioni p=zap 

TssB, FCac ,y, a , ^ , r J = a fo qoantità ( ^) » C j? ) » avttenio 

«D*' e(|[Wzioae' tra x'iyrZfa,Ò' cfiè- sarà IT integrale- compTtftd 
della F(ary> ,»y^r Y) = o;. il risaltata di queir eliannazio- 
se è la: stessa e(^aàzione ^{x^y^Ztà^h). =» a (Tonde sia-^ 
■io> paititr. 

li soddisfai alle eqoazibnr ( 5 ) * ( d) aacfiè facendo ( ^) = o > 
(^y =£3 or y e si avranno* in questa guisx dné eqnazìoiìi iik 90 p 
yyZi{ ^) y ( ^ ) y il sutems delle quali soddisfarà ancHe aUe dne 

(5) » C^)'» egnalmente cbe vi soddisfa degnazione F(x ,>> a » 
<»'» t^) = a; avreito dtin(|ae nna dnovs relazione tra' xyyjZ 
{^ la q;aale soddisfarà alT e^oazione & di£Ebrenziali parziali del* 

primo ordine F(a?,^,«yf yY)ssr ò> eIitoÌDando($),(^) tr« 

foeste tre equazioni F(ar, y, « , ^ >▼) = <''» 



* • ■ 
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Questa climinazion« dà Io stesso risoltato che V elimiii*. 
zìoae ài a € ò dalle tre eqaazioai ' 

(^) = o^ (^) ;= p: dunque esso è la soluzione particolare; 

§. jiSs- Sia ora proposta on' eqnazìoae differeuziate quakin^ 
que del primo ordine 

/*{.*«>>«> (^) ♦ (x)}" = o = qucst* equazione risulta dall' e- 

lifflinazion© delle dnè costanti a, 5 per mezzo dell* integrale 
completo F^x,y,z,atb)=so, e delle sue differenziali parziali 

(x) H- (^) (£) =^ o.- ora il risultato di quest* eliminazione 
essendo F(a?,j',«>?»»y) s» o» le dae equazioni 

FC* >>' » 2 > ^ » **') =^ o , saranno identiche , o difFeriranno per 

qualche fattor comune che si ritrovi io una di esso. Sia dun- 
que M questo fattore » ed abbiasi 

MI'(«?,jr,a,p,T)=/{«,^,«,(g),(g)}; sarà 



> ' j • 



Prendiamo le dne differenziali parziali di quest* ultima c- 
quazione , ed avremo 



dx^^dp^ • ^dx^^d'ìr^ M^dx^ M* ^ dx 
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,<tex rJF\ ^f''^\f'^\-- * r^^ — -s^ f — ) le quali sommate 

ci daranno un* equazione ai differenziali totali 

dp . (^) ^ dT . (^) == i . d/~ ì; .dM, dalla quale si ricava 

d/=M(^)d^H-M(g)dY^^, che ^ la forma gene- 



rale della totale differenziale di 

/{-.jK.^.(f:).(^;)>- 

Di qui si ricava che data un' equazione del primo ordine 
/{«,>. a » (- ) > (^)} *= *^> Po"®"'*^ soddisfare alla di lei dif- 
ferenziale totale indipendentemente dai valori di (57J»(rf^)» 
(54) per mezzo delle due equazioni (^) = o, (— ) = «» 

combinate con la proposta f=o. i 

Ora prendendo la differenziaje totale di 

/{«,J',2,(g),(|)> = o>siha(pongop,2per(g),(g)X 



dunque paragonando questa differenziale con la forma genera- 
le sopra trovata > si avrà quest' equazione 






(g) C'^)} *« -^ {(.5) -^ («Hf )>• «^^ -^ (*^^ 



dF N j«, . f'I^ 



<i(f:)-^(f)-<')==M(|)<i?H.M(%)dTH-'Ti 



che sarà identica . 



Tom. IF. 
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Ora si riduce nullo il secondo membro idìpendentemente 
dalle differenziali parziali del secondo ordine, col fare (~ ) = o , 

r 

(^) = o,y'=o; si riduce anche nullo il primo indipenden- 
temente dagli stessi differenziali, col fare 

(¥.)-*■ (t) it) ="> 



l'i) -^ ($) (t) '= o 

{5^)-=0} (^) = o; dunque qaelle tre equazioni si tireran- 
no dietro queste quattro . Ma si aveva una soluzione particola- 
re eliminando (^)»(^) per mezzo di /= o, (^) = o, 
( ^) 5= o ; dunque si avrà egualmente una soluzione partico- 
lare eliminando (J^)>(x) per mezzo di quelle ultime quattro 



o . 



equazioni e della proposta y = 

Essendo cinque le equazioni e due le quantità da elimi- 
narsi I si avranno tre equazioni senza di tali quantità ; e se que- 
ste si ridurranno ad una sola , o avranno un fattore comune , 
daranno allora la cercata soluzione particolare . 

Ecco dunque a cosa si riduce questa regola >, Data un*e- 
,, quazioue a differenze parziali del primo ordine ^ = o , se 
yy ne prenda la sua differenziale totale., e fatti sparire i deno- 
„ minatori , avendo essa la forma 

„ Md{jJ ^ Nd(g)H-Pc?a;H-Qrfy = o, si faccia M = o, 
„ N==o, P==o, Q = o, quindi eliminando da esse com- 
„ binate con la proposta f z=s o y le quantità (^)>(^)> si 

„ osservi se i tre risultati che si ottengono, si riducono ad u- 
9, na sola equazione in x y y y zi quando ciò succeda , sarà quel- 
„ la relazione la soluzione particolare; non vi sarà poi solu- 
5, zione , se quelle equazioni non si riducono ad una sola „ . 
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Per esempio > differenziando V eqnazione 
»=>(g)H-«(S)-^W{.-Kg)*^(£)-},"ha 

:o V < • H. (*)' -Kg)-} M- ft (g)} d(g) 




o: 



mancheranno dnnqne i doe coefficienti P e Q, ed avremo sol- 
tanto queste due equazioni 



N == «V {. -Kg)'-Kg)'> H.A(f:) 

le quali danno primieramente 



^Jf ^ V l fc* — «* — yM 

\/^iH-rT)*H-(?yì^= ,- =^- : sostituiamo questi 

valori nella proposta, ed avremo la soluzione particolare 
z = =± \/ ( fe* — a?* — y^) ricercata . 

Si vede come potrebbero estendersi alle equazioni di un 
maggior numero di variabili , ed a quelle degli ordini superio- 
ri le cose che in questi due ultimi §§. abbiamo dette per il primo 
ordine > e per tre variabili . 

Osserviamo cbe air equazioni a differenziali parziali sod- 
disfanno tre sorte di relazioni : alcune contengono delle costan- 
ti arbitrarie ; altre delle funzioni arbitrarie ; ed altre infine non 



.* 



/ 



/ 
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contengono alcuna cosa d' arbitrario : né qneste equazioni pon- 
sò dednrsi V nna dall' altra col dar dei valori particolari , ma 
• costanti a quelle stesse costanti arbitrarie . 

Vedremo altrove i rapporti Geometrici che hanno le cur- 
ve rappresentate da queste relazioni . 

§. 286. Analogo al Problema risoluto al § 280. è quello 
conosciuto sotto il nome di Problema delle trajettorie .* 

Ecco in che consiste questo problema : supponiamo che si 
abbia un' equazione tra x ^y ^ eà un parametro costante a. Rap- 
p. presenti questa la curva AB . Dando ad a infiniti valori si a- 
■"'^S-S vranno infinite curve come AB', AB" ec. , della stessa natu- 
ra , tra le quali avrà luogo la medesima rekzione di variabili: 
la differenza solo consisterà nel parametro 9 il quale avrà diver- 
se grandezze . 

Data ora una famiglia di queste curve, si vqole trovare la 
curva EMF , che le seghi tutte sotta un àngolo dato B'MT . 
La curva EMF chiamasi traiettoria. 

La trajettoria EF ha sempre un punto comune con una 
delle curve tagliate . In ogni suo punto dunque le coordinate 
bau tra loro la stessa relazione che hanno quelle della taglia* 
ta cor*rispondente . L' espressioni che in due qualunque punti del- 
la curva EF rappresentano queste relazioni, non differiranno dun* 
que tra loro che nella grandezza del parametro, avendovi esso 
in ciascuna quel valore che appartiene alla curva corrisponden- 
te a quel punto . 

Se dunque F(a?,j^,a) = rappresenta l'equazione del- 
le tagliate , vale a dire la relazione delle coordinate in ciascun 
punto di una tagliata, la stessa F(a?,^,a) = o rappresenterà 
r equazione della trajettoria , o la relazione in ciascun di lei 
punto , purché la quantità a si consideri costante nel primo ca- 
so , e variabile nel secondo . 

Determiniamo la variabilità di a in maniera che siano soddi- 
sfatte le condizioni di quel segamento, ed il problema sarà risoluto. 

Se noi supponiamo condotte nel punto M due tangenti , 
una alla curva segata , ed xxvl altra alla segante , V angolo che 
fanno tra loro queste tangenti , sarà quello che fanno tra loro le 

curve 4 Rappresenti (^) la tangente di quell'angolo che la tan- 
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gente della tagliata nel punto M fa con V asse delle ascisse : ^. 
sìa (^y la tangente di queir angolo» che la tangente della tra- 

jettoria B'MF nello stesso punto fa cai medesimo asse . 

L' angolo B'MF sotto cui si segano le corvè , 9arà dunque 
la differenza di questi due angoli: la sua tangente sarà dunque 
eguale all' espressone 

(iyy^fù) 



E siccome questa tangente debbe essere costante ) perciò in- 
dicata per m ) avremo 1* equazione 

(E) (£)'-. (^) = 18 H.»2(g)'(^^)> d'ella quale di. 

penderà la solaziooe del problema. 

II valore di {^\ si ricaveià dalla differenziale di F(a?, 

y ^a) := o nella supposizione di a costante : sarà questo allora 
nna funzione di x^y ^a cbe sostituiremo nell* equazione . 

Il valore di C^)' si ricaverà dalla stessa equazione F(d;, 

^ , a ) = o nella supposizione di a variabile , e sostituitolo nell* e- 
qnazìone del problema > si avrà allora un' equazione in x<,y ^a 
e la differenziale di a . Da quest* ultima equazióne eliminere- 
mo y per mezzo della F(£c,^,a) = 0) ed otterremo in fine 
un' equazione differenziale in x ed a » dall' integrazione della 
qnale si caverà il valore di a dato per .il?' 

§. 287. Gli esempj scbiariranno questa teoria . Siano le ta- 
gliate tante linee rette , rappresentate dall' equazione y = 0x1 

avremo allora (^) = a , (*')' s= a -{- (- )*• ^a^e queste so- 
stituzioni neir equazione ( E ) , essa diverrà 

«H- (5^)* — « = WH- ma* ^max{~)9 
(^) \x — maxy c= m -i- nia' 9 



54 MATEMATICA SUBLIME 



x— a i» ( ^\ —3 HL 
ISZ^da = ^, 

!-»•#• X 

da madé ^ ^ mdx 

1-4-4* J-4-4» X ^ 



Are. tang a — nil\/{i ^ <t) <^ mie = mix , e rappresenta 
una costante arbitraria . 

Per mezzo di qnest' ultima equazione e della y ^=&uoc ^ e^ 
lìmineremo a^ ed avremo 



^/(*•-^>M 



mi vi* "^> j -«-5 ^y,^ ^^^^ £. ^ ovvero 



wfrr. f oiiif — 



Z ^^^*"*'^ — = 2- ; qnest' è Y equazione della trajcttoria : 

rappresenta essa una Spirale Logaritmica. Se la trajcttoria do- 
vesse segare ad angolo retto quelle linee ^ allora la tangente m 

sarebbe infinita , quindi Z y(** -*■> !> = o ^ d' onde si deduce 

\/ ( or* H- ^* ) == e: equazione al circolo . 

Per un altro esempio , supponiamo che Y equazione- delle 
tagliate sia quella del circolo y^ = aax — x^ ^ ed avremo 



dy \ a—'X 



(?J 



ì 



W/ I 



^dxf y ^^ y ^dx^ 

Sostituendo questi valori nell* equazione (E) ed eliminan- 
done y r avremo tra a? ed a la seguente equazione difierenziale 

ma*dx H- {m{a — x) — \/(^2ux — a?')}» xda = o , che è 

omogenea tra a? ed a . 

Facendo m = ali* infinito Y equazione diverrà 
a^dx •+ (^ — x)xda = o , di cui Y integrale completo è 
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— L = G costante , ovvero 

JI_ • L =- JL 

M 2tf* bC* * 

.2 a 



a a? = C* ( aaa? — a?* ) . Ma y^ = 2aa; — oc* ; dunque 
aV- = cV , a = f> . 

Poniamo questo valore di a nelF equazione delle tagliate., 
ed avremo a?* = 2cy — j^* ; così anche la trajettoria è un cir- 
colo • 

Nott mi estendo di piii sopra il problema delle traiettorie: 
quei che ne bramano maergior cognizione vedano il Cap. III. 
della Sez. I. Parte IL del Calcolo Ititcgrale del Sig. Bossut . 

§. 288 Veniamo a parlare di uu altro genere d' integrali . 
Opinarono per lungo tempo i Geometri che V equazioni diffe- 
renziali a più variabili , nelle quali non sono adempiute le con- 
dizioni o criter; d* integrabilità , e che per questo chiamansi 
assurde y non esprìmessero alcuna cosa di reale > e rilegar si do- 
vessero nella classe degl' immaginar) . 

Il Marchese di Gondorcet fu il primo ( a ) a spiegarne il 



,» (a) Dair assurdità di un' equazione ( Essaìs d* Analyse par M. le 
Marquis de Condi>rcet , Preface pag. XX a Paris, de rrmprimerie de Didot 
jy an. 1768)' dilFerenz'ialQ ». non abbiamo alcun dritto dì concludere T im- 
j9 possibilità del problema che vi corrisponde, poiché' in generale ciò so- 
^t lo significa ohe il problema è indeterminato 1 e ohe bisogna avere ancora 
,» una nuova eqnazione per risolverlo », . 

E più chiaramente ( le Marquis de Condorcet a M. d' Alembert sur le Si- 
fiteme du Monde et sur le Calcul Integrai ; a Paris, de Tlmprimerie de Didot 
», an. 17Ò8 )«.L* E(|aazioni Diflerenziali che ai chiamano assurde r non hanno 
,» un integrale, ma il problema ove «incontrano d egli necessariamente im- 
n possibile ? Io prendo in principio un* equazione assurda del primo ordi« 
9» ne tra tre variabili : É" chiaro che alcuna superficie curva non soddisfa 
i> al problema , e che perciò in questo senso il problema non ha soluzione i 
9, ma si può considerare quest* equasùone come rappresentante una curva a 
f9 adoppia curvatura , di cui una proiezione è arbitraria ; in questo senso il 
» problema è possibile» ed anzi ha un' infinità di soluzioni. Bisogna cor- 
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vero significato , ma non so per qual cagione obliatosi quello 
che il detto Geometra ne scrisse , il Celebre Monge si appli- 
cò in seguito ad una tale ricerca 9 e nel 1784 fece di pubbli- 
co dritto quanto a questo riguardo aveva scoperto . 

Quando una data equazione Pdx -+ Qdy -+ Rcfz = o 
non è 9 né per la moltiplicazione di un fattore può divenire -nmi 
diiferenziale totak, allora non esiste in natura una relazione tra 
le variabili x j y j z espressa da una sola equazione V = o 
che ne possa rappreseotare V integrale ^ e quindi non possiamo 
considerare una variabile^ per esempio Zj come funzione delle 
altre due : ecco tutto ciò che abbiamo dritto di concludere dal- 
la non esistenza dei criter] d' integrabilità . 

Consideriamo pertanto due di quelle variabili , per esempio 

z ^y come funzioni di una terza x , ed allora scrivendo ( j^)c?^i 
{^)dx invece di dy e di dz^ la proposta diverrà 

r 

Ora secondo oìò che abbiamo detto al §. 106, per mezzo 
di questa sola equazione non ponnò determinarsi i due valori 
di j^ e di 2^ > e bisogna prendere arbitrariamente un'altra equa- 
zione qualunque sia diiferenziale finita t] a x ^y ^ z ^ della qua- 
le suppónendo Y esistenza insieme con la proposta » resteran- 
no allora determinate le due variabili z ^y . 

Sia dunque F[x ^y y z) = o V equazione arbitraria da noi 
prescelta : avremo allora per la determinazione delle relazioni 
tra XjyyZ queste due equazioni 



H- Q($)H-R(S) 



F(a?,j^,s) = o. 

Dalla seconda ricaveremo il valore di una delle due va- 
riabili y ) z dato per le altre > e trovando per esempio z == 



,, care nelle sae condizioni il mezzo di determloare la proiezione arbitra- 
„ ria, ed allora il luogo del problema sarà aa cilindro » di cai questa cur- 
91 va a doppia curvatura sarà la base ,9 . 
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Y ( « 9 ^ ) sostitairemo nella prima questo valore di 2 ^ ed il 
valore di (^)i l^ proposta prenderà allora la forma 

S H- T(^) =0, ovvero 



Sdx H- Hdy = o . 5ia Y integrale di questa f(^x^y) == o ed 
.avremo il sistema delle due cquazioDi ;SÌmDltane6 
IP {x ^y , 2 ) = o , /( a? ,^ ) = o , il qnale xapprescntexà Pin- 
tcgrale .dell' equazione differenziale 

Vdx H- ^dy — f l^dz = o > in quanto che T esistenza di quest' ul- 
tima equazione , ed il rappresentare essa qualche cosa -di reale ^ 
dipende dall' esistenza simultanea di quelle due equazioni . 
Siccome poi la contemporanea sussistenza ( App. H*- XII ) 

delle equazioni F(a?»j^>z) = o, fi^^y) = o esprime una 
curva a doppia -curvatura , per tjuesto noi diremo <:he un' equa- 
zione differenziale Pdx — f- Qdy — f. Jìdz = o per la tonale non 

sono soddisfatti i criterj d' integrahilità , rappresenta analiticamen- 
te una curva a doppia curvatura ; anzi una data equazione dif- 
fereilziale può rappresentare una infinità di curve a doppia cur- 
vatura , giacché una di quelle equazioni che ne compone Y in- 
tegrale 9 è pienamente arbitraria . 

§. 289. Ma limitiamo in qualche modo la generalità di que* 
ste riflessioni . 

Sia z =jf(a?), funzione arbitraria di ^, 1' equazione arbi- 
traria che assumiamo per 1' integrazione di Vdx h* Qdy H- 
'Rdz = o. Sostituendo in quest^equazio^e ^(a?) , c(f (re) in- 
vece di 2 e di dz^ avremo on' altra equazione Sdx H- Tdy = o 

tra due variabili x e y ^ Ì2. quale conterrà una funzione arbi- 
traria, ed il di lei integrale insieme con l'equazione z s= f{x) 
formerà quel sistèma di due equazioni > che è 1' integrale del- 
la proposta . 

Tom. ir. H 
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Per esempio > sia 1' equazione 
t^dx H- axdz^ h- ydy = o > la quale non sodHisf à ai eriter^ d' in- 
tegrabilità y e per conseguenza non può sussìstere se arbitraria- 
mente non supponiamo un' equazione che abbia luogo insieme 
con lei^ 

Sia tale equazione 2 = /*(«?) e la proposta ( scrivendo 
f'x per ^ ) direrrà 

{f{x)ydx H- axf'{x) . dx -^ ydy =3 a, ovvero 

\ {f{x)y H* ajcf (ar)} dx '{- ydy-== o, il cai integrale è^ 

^ ^f{{f{!X!)f H^a*f (a?)} d« 5= o : 1' integrale pertanto 



della proposta equazione sarà, il sistema delle due equazioni 
C z -fix) = o 



La funzione arbitraria 9 là quale trovasi sotto il segno in^- 
tegrale > reca ordinariamente imbarazzo per Y effettiva ìntegrazio-- 
ne 9 come succede in questo caso . 

Ogni difficoltà per altra svanisce determinando quella fun- 
zione 9 ma r integrale allora è un integrale particolare • 



Così facendo f{^x) = mx^% si aviebbe 




mx = o 

C 



«i*x**-*"' . amitx* 



20 H* 1 <f H- I 



per esprimere quest' integrale particolare . Altre supposizioni nel- 
la funzione ci darebbero altri integrali particolari . Per vedere 
come si ritorni da quest* integrale alla proposta, differenziamo le 
due equazioni , ed avremO' 

dz^ — 27272* dx =s Or 

ydy -t* ( ra'«?'* -j- amnx' ) cfjc =5 o , 
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Invece di mnx dx poniamo nella seconda dz > e ci 
ydy H* ni^x^*dx -+ axdz = o : in qnest' ultima poniamo z* per 
/tt*a?" colale ci dà V equazione z — mx' = o , ed otterremo in fina 
ydy -+• z*dx -H aocdz = o . 

Facciamo 72= i , ed avremo questo sistema 

Z --- MX = o 

3j>' -+• ara' oc' H- sctmx^ «4, C = o 

che rappresenterà T integrale della proposta ; esso esprime una' 
curva a doppia curvatura .formata dall' intersezione di un pia- 
ilo e di una superficie cilindrica : quello è normale al piano 
degli z yx 9 passa per Y origine , jò lo sega nella linea espres- 
sa da 2; — mx = o: tjuesta ha la base nel piano degli y^x 
determinata dalla curva espr<3ssa dalF equazione 

^y^ H- ^2.7nx^ H- ^amx^ ^ G = o . L' asse della détta super 

ficie è parallelo air a€se delle z * 

§. 290. E si può anche ottenere Y integrale espresso dal 
sistema di due equazioni, nelle quali la funzione arbitraria non 
sì trovi sotto il segno d' integrazione , ma sotto quello della dif- 
ferenziazione . Ecco come otterremo tutto questo . 

Sia al solito Y equazione Vdx h- Qdy H- .^dz = e, per 

la quale non siano soddisfatti i criter) d' integrabilità . Suppo- 
niamo che ad essa si aggiunga e si levi la quantità Sdx^ e la 
proposta j5Ì ridurrà alla seguente 

— Sdx H* ^dx H- Sdx H* Qdy '•+ 'Rdz = o - 

Scelgasi per S una tal funzione che renda* integrabile Te- 
quazione Sdx ^ Qdy h* 'Rdz =0, e sia quest' integrale 
^ (x ^y y z) =5 o, e la nostra equazione diverrà 

( P — S) dx ^^ dF =:o: se ora noi poniamo P — S == (^— ) 

indicando per /(a?) una funzione arbitraria > avremo questo si- 
stema di due equazioni 
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F(«»jr,2) H-/(a?) = o 

l che soddisfa alk proposta: 

^ Così alla proposta del §. antecedente z^dx. h- axdz H? ydy, = o. 

aggiungendo e levando azdx , si ha - 

( z* — az)dxHr^ axdz:^ azdx -ir^ydy = o ,, e q^nindi it si- 
stema di qneste dn© eqnaz^ioni 



~\ 



Z* — QZ. ^=s. -i — Zj 

d». 



soddisfarà ad essa .. 



^ Cosi r equazione dz =i x*ydx H* xy'dy ,, diviene 
dz = x^ydx H- — c?a7 — ^ dai -t- «y*ci[y ,, 

3 3 



dz = d C^) H* (j'»' — i^ ) c£w , e perciò l' integrale compie- 
to sarà questo sistema d' equazioni 

Possiamo anche in altr^ guisa avere Y integrale compie-^ 
tato con la funzione arbitraria sotta i segai difFerenzìali «. 
Riprendiamo V equazione 

Vdx H- Q^dy H* Rdjs = o . Supponendo» una delle tre varìabi* 
li , per esempio » z costante > cioè dz» = o „ integriamo V equa- 
zione Vdx H- (^dy = o . Sia questa integrale P(ar,jy>a) H* 
C = o , e r arbitraria C sarà una funzione arbitraria della va- 
riabile che si è supposta costante) cioè della z. L'integrale dun- 
que di Vdx H- Qdy = o , sarà V {x ^y ^z) h- /(^) = o • 
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Acciò questo sia Y integrale dell' equazione proposta bi* 
sognerà che il di lei differenziale 9, facendo tutto^ variare > sia =&. 

Vdx H- Qdy -f-^ Rdz : avremo* dunque 

Vdxi ^ Qd[y< ^ ifjdz^{^Jdz = Vdx -f Qcfy -^'Rdz, quindi 



Se quest* ultima: equazione ci darà per f un valore che 
sia fnnzione; della sola z , come supporremo ^ allora avremo 
,r integrale dellia proposta y espressa da una: sola ecjuazionc 

^ ( ^(3 J' r ^ ) H- J^( 2^ 1 = o :: se pot q[ueir ultima: equazione con- 
terrà, una: relazione tra: la z e le altre variabili ,> allora essa 
sussistendo^ assieme: eoa F ( x , ^ 1 z }: -fc- X( ^0 ^^ ^ > comporrà 

un sistema di due equazioni R= (^) h- (t^)> FC^CjJ'^z) H- 

jr(z) == o contenente la funzione arbitraria jf( z ) , il quale 
sarà r integrale completo, della proposti^, medesima . 

Questo metodo d- integrazione- è quella da: noi spiegato » 
parlando dell' integrazione delle equazioni a piiì. variabili . 

L!' equazione z'^dx ^\^axdz^^^^ydy^=^ O; integriamola in 

questa guisa :. facendo dz = o , si ha z'^dx ^ ydy == o , e 

quindi le due 

£x -h— H- f (2;) = Or ajcz: H- (?) =^ «« ^^ comporranno 



r integrale completo* 

Nella supposizione di una variabile per costante , dovrà V A- 
nalista*. aver riguardo a scegliere quella» che conduce ad un' e- 
quazione a due variabili piiì facile ad integrarsi . 

Aggiungiama poi che in molte altre maniere si può giun- 
gere a trovare due equazioni che sussistendo nel tempo stesso 9 
Gonducana ad una equazione differenziale ^ per la quale non so- 
no soddisfatti i criter; d'integrabilità: non ce ne occupiamo per 
essere queste di poca importanza dopo quanto si è detto qui sopra. 

Una interessante osservazione dovuta al G. Paoli è la se- 
guente : 
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Taluna volta le equazioni le quali formano 1* integrale del- 
la proposta sono tali , che dato un certo valore alla fnnzione 
arbitraria , si riducono ad una sola : in questo caso si ha uà 
integrale della proposta espresso da una sola equazione. 

Data r equazione 

(y — z)dz ^ xdy H- {z — y)dx ^sso^ si trova questo si- 
stema 

z^y = x:{^) 

per rappresentarne V integrale completo . 

Le due equazioni però di esso si riducono ad nna sola fa- 
cendo F(j^) =^ y ^ e danno ;5 = a? h- J' che soddisfa alla pro- 
posta ; così questa equazione , per quanto non possa avere un in- 
tegrale completo espresso da una sola equazione, perchè non vi 
sono soddisfatti i criterj d' integrabilità , pure rimane verifica* 
ta da un' equazione priva di costante arbitraria -, che può con- 
siderarsi come una di lei soluzione particolare. 

In questa guisa è spiegata V origine di quelle relazioni , 

le quali talune volte soddisfanno alle equazioni da loro' stesse 
non integrabili , e che vengono date dai criterj, d' integrabili- 
tà . Ciò ha luogo quando una idonea determinazione della fun- 
zione arbitraria riduce ad una sola le due equazioni deir inte- 
grale completo . 

§. 291. Se r equazione fosse tra quattro variabili 

Vdx H* Qdy H- ^dz H- Sdt = o , e non fossero soddisfatti 

i criterj d' integrabilità , non può sussistere una sola equazione 
che ne sia V integrale ; non possono dunque tre di quelle va- 
riabili essere indipendenti tra loro ; e considerata V equazione 
rapporto alla Meccanica, rappresentando per t il tempo, 'non 
pnò esistere in natura un movimento tale che le sue velocità 

^Jt^^^^^'^^Tt^ relativamente a tre assi ortogonali, moltiplica- 

te respettivamente per P , Q , R e sommate , eguaglino la quau- 
tità — S . 

Per avere il sistema dell' equazioni che ne forma V iute* 
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graie supponendo «£2; == o » c2f =3 o > integriamo 1' equazione 

Vdx -f- Qdy =3 o, ed avremo F(a:,jF,z,f ) -h ^(2»f ) = o; 

differenziando quest* equazione e paragonandola con la propo- 
sta ^ si avrà 

Vdx^Qdy -t. (f)dz H- {'%)dt H- i^Jdz ^ {'^^) dt = 



Fdx H- Qci[y -i- Rdz -i- Sc?f , e quindi 



rfi6 ^ d» 

dF X , tdp 



( °ì ) ^ ( ^ ) = S i cosi il sistema di queste tre equazioni 



(=|) -*-(?,) = s . 

forma T integrale completo della proposta . 

Se tra queste tre equazioni si eliminassero le- variabili x ^y t 
otterremmo un' equazione a ^differenze parziali del primo ordi- 
ne in <pt (^) > {-) > Zy.t, r integrale della quale, combinato 

con una delle qui sopra trovate equazioni , comporrà allora il 
sistema integrale della proposta . 

In questo caso due sole equazioni ne formeranno 1 inte- 
grale completo , ma la funzione arbitraria sarà più limitata . Si 
vede come dovremmo dirigerci per le equazioni ad un maggior 
numero di variabili . 

§. apa. L' equazioni d^éi gradi superiori si trattano egual- 
mente che quelle del primo grado : per esempio , T equazione 
di* = dx" H* dy" , la quale per mezzo della risoluzione non 
paò ridursi alla forma dz = pdx -^ qdy , non ha un integra- 
le espresso da una sola equazione. Per avere il sistema che ne 
può rappresentare V integrale , si prenda un* altra cquaziQue ar- 
bitraria tra quelle variabili, per esempio, la semplice z = F(a?): 
avremo allora fatta la debita sostituzione nella proposta 
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(£)V;r* = dx' H- dy\ quindi 

Cy^fdxV{{fj-^} 
\ z ==F(a;) 

sarà il sistema di dae «quazioni^ che rappresenta T integrale 
pleto della proposta. 

Avremmo anche potato integrare la proposta nella snppo- 
sizione che una delle variabili fosse .costante, e quindi nullo 
Il di lei differenziale : allora avremmo completato il differen- 
zile con una funzione arbitraria di quella stessa variabile , e 
differenziando m seguito questa equazione integrale , facendo tut- 
to vanare e paragonandone il risultato .con la proposta , avrem- 
mo trovata 1' altra equazione integrale . 

Piacerai q?uì riportare 1' elegantissima soluzione che della 
medesima equazione dz* =dx^ -+ dy* ci ha dato La -Grange. 

Se per y xappresentiamo qualunque angolo arbitrario e* mol- 
tiplichiamo il secondo membro .della proposta per 

sen w' -+ eos w* s= «i , .avremo 

dz* = ( dx* H- d^ ) ( sen w* ^ fios . w* ) , ovvero 

'dz* = (dy costà — dx sen w )' h- ( ffy sen ,w h- dx cos w )* . 

Sapponiarao dy sen w^dx cos « = o , ciò che si può fa- 
re per essere to indeterminato, ed allora ci verrà 

dz =s dy cos w — dx sen w ; . così la proposta si è spezzata in 

queste dne 

dy sen co ^ dx cosìa =: 

dz == dy cos 00 — d:}c sen w . 

Se noi riguardiamo in principio Y angolo w «omo costan- 
te , gF integrali di queste due equazioni saranno ^ 

y sen w H* ^ cos u) = 6 
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% ^=1 y cos w — X sen w H- a 9 <^yb «sseado due costami arfai-. 
trarìe > portateci dalle iptegra^ioci.. .. 

> 

Queste du€. equazioni ci danno j valori di j/ e «; in a;t 
che soddisfanno air equazióne proposta^ «qualunque d^altr'onde 
siano i valori delle tre costanti ia^b^^^A^ del che può' assicu- 
rarcene la: sòstitanene . ^ ' 

Ora* è ]&ct])6 a GomprAndersi cibe ^li ^stenì Talori soddisfa*^ 
Yanno alla proposta^ supponendo ^ncbe che le tre rqaaotkà 'U^b^» 
siano variabili ^ purcliè le differenziali ^W^im ^y y^ Tastino le 
stesse 9 cioè a dire purcjhè i termipi introdotti dalla urarialdlit^ 
hJì a 9 6 , (X) si distruggalo tla se medesimi ♦ 

JBasterà dunque pet questo ^ difTercnziare quelle due «qn^^ 
icioni rapporto alle quantità a^b^^^ xi^^ardando fQ^b come 
funzioni di co : avremo in questa ^uisa 

— y senia — w cosia h- Ìy) = o ^ 

y cos xo — TX sen w = ( — ") ; 

«. sidcoine è |fià j/ «^»w -f- » o©5;w a» 5 ,^ si avr^ .<dunqu9 

"-" ^ •*•(£)= ^^ » "^^^ ^'^c dà (^) = i , « quindi 

Avremo dunque quéste tre equazioni 



V se/2 W H* wT cos W s=5 ( ^^ 

y cosiù — ^ 3c «e/zxo t=s= / — ^ . > i- 

Ora essendo a una funziona qualùnque di U) indiehiamà 

P«^/(«)r/'(w),/''(w) le. tre quantica., (g),(g?)i le 

tre equazioni precedenti ci daranno questi tre valori per « 9 j^ > z 
dati in oa 

Tom. n: I . 
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a? SK ffos w X/'(u>) -4- «e«(»KX/"('W) • • - . - 
> s= «e/2 co x/'(uj) -{- COS. wx/"(w> • 

• - . 

a ;= /( w^) "^ /'" ( w ) ,. nei quali / ( w ) è una fanziooe ar- 
iitraria. ' . '. ' \ ", .' • 

Queste formule potrebbero servire a trovare delle oarwe- ret-. 
tificabili; ìroperoòchè^ se a? , !> sono le coordinat»: rettangole di 
una eorva piana , e a: 1* ajco corrispondente , si è dimostrato. 
( §. =8i >, che riguardando quelle tre variabili come fnnzioai di 
va'altra variabile. &):> è \seinpre 

^5«)' ^^ (^)* ^ ^£)* »^ ^ ^"*^® ^^ riduce ali* equazione qui 

* 

sopra integrata 

Se facciamo /(oo) == meo h- /r, /'(co) = 7720 /"'(w) =20, 
dalle formale precedenti ricaveremo ^ . 

SD = m cosi^^i' y z=: Tn'senri)} f z ^zsi mtìà Hr /*, e questo è il ca- 
so del circelo .. 

Prendendo per /*((!}) delle funzioni qualnnqne di serna e 
eos «0 r avremo quante curve algebraiche vorremo , di eni an- 
che la rettificazione sarà algebraica . Infatti i valori di quelle 
tre variabili saranno allora -altrettante funzioni algebraiche dr 
sentii j cosiiìì potremo quindi travare i valori di 5e/2 00 ^ co^ ca 
espressi per funzioni algebraiche di x yy y ed in ultimo avre- 
mo z dato in funzione algebraica delle coordinate x^y^ 

Per esempio, facendo ^(00) = (^e/2-a>)*^ si ha. oc =5? 9{sea^y% 

y =: a(co5 1^)%^ ^=r s{^cos 0))* — sen w* ; e perciò 



X T 



sen^ù = ( — )^> eosj^ = (^)^ . Lr equazione della curva sa 
rà allóra; ' . * r . ^ 

(f)* -K|)'' = ' . e r arco z = 2(f )* - (f f 
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Molto si esercitarono altra voka i Geometri in questo Pro- 
blema, come pnò vedersi nel Tomo V dei nuovi Commentar] 
di Pietroburgo* 

Nulla diciamo per Y equazioni degli ordini superiori , giac^ 
che per queste si seguono ì medesimi metodi . 

Un' equazione fra tre variabili si riduce ad essere tra due 
sole > quando si stabilisce una certa relazione tra due di esse : 
per esempio ^ se queHa è tra -x ^y ^ z y facendo y = Foc ^ la si 
riduce solamente tra z ed x y ed allora il di lei integrale in- 
sieme con r equazione arbitraria y =: F^ jdì dà il sistema > il 
quale rappresenta V intejgrale completo deUa proposta . 
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C A R XIII 

Ulterióri Applicazioni alla Geometria ,^ 

etd_ alla Meccanica ^ 
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$• ^93' \ bbiamo nel Gap. VI. esposta la- Teorìa dei con- 
JLJL tatti delle curve eoa tutta. 1* estensione chc: 
potea. desiderarsi; pure la possiamo presentare sotto, un punto, 
di vista e piil generale e più: elegante-.. 

Rappresentiamo, al solito, per « , y. le coordinate di una qua- 
lunque curva piana > della quale in conseguenza. L*" equazione sia 
y z=sfx: sianap,^ quelle^ di un* altra curva data , la quale deb- 
ba paragonarsi eoa la prima. Sia F(p,5»a»&>c eo. )= o I e- 

qnazione. di questa seconda curva >, a » 6 , e. ec. indicanda dei par 
rametri costanti ed; indeterminati.. 

Affinchè 1© due curve abbiano^ un; punta comune ,, h neces- 
sario che ad una comune- ascissa corrisponda una comune ordi- 
nata . Converrà dunque ch& presa x per quest' ascissa comune ^ 
nel tempa medesimo, abbiasi y =:Jxi,- 

P(« ifx , a , 6 , e ce. )= o ,, ovverà 
F(a7rjK , a,&,c cc.J[ = Q. 

In questa guisa se ae sarà una ascissa dìata^ per mezzo- di 
quest* ultima equazione potremo, dieterminare una di quelle co- 
stanti ,, onde vi sia il punto comune nel luoga corrispondentft 
air ascissa suddetta .. 

Indichiama pec- 

P ( ar , jl' > a ) & ec. y = o » 
F ( » , ^ > a > 6- ec. )" = o > 
"Pix ty ya tb ec. )'" = o , 
ec. 



•■ 
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le diiFcreuziali prima r seconda y terza ec > della funzione 

F(x , j' , a , 6 ec. ) » divise per dx , dx^ y, dx^ ec. 

Ora dai prìacip; stabiliti risulta , che le due curve hanno nn 
contatto di prima ordine , quando, la differenziale prima delT or- 
dinata nel punta comune divisa per dx y è ìa. stessa 9 sia che si 
consideri appartenente all' una o all' altra delle due curve me- 
desime : hanno un contatto di secondo ordine ^ quando questa 
identità è nei differenziali del secondo ordine x ^ cosi di seguito • 

Dunque se neir equazione 
F{x ^y yU^ò ec. )= o vi sono soltanta due costanti indeter- 
minate a y b y e le determineremo per mezza delle due equazioni 
lP{x '^y yayb)=^ Or F(a?,j^,a, è)' = o^ la curva data di 
cui r equazione è F(jp , 5 , a , è) = o , avrà un punto di con- 
tatta del prima ordine eoa la proposta i Q saia semplicemente 
tangente nel punto ove p = ar.. 

Se vi avrannO' tre costanti indeterminate or , & > e > e le de- 
terminerema per mezzo di queste tre- equazioni 

lP{XyyyayhyC) = 0> 1^ {X y y y Q y à y C)' = €,_ 

^ {x 9 y y a y b y cy =: o y la curva data dalF equazione ^ 
F(p 9^)^969 e) s= a avrà un contatta di seconda ordine 
cou la proposta y =z Jx y a sarà di questa osculatrice nel pun- 
ta corrispoudente all' ascissa p.= x ; e così dì seguito . 

Le costanti a,à,c ec. , le quali servona a determinare 
la qualità del contatto 9 penna chiamarsi clementi del contatto . 

§. 294. Esaminando per esempio 9; ij ^contatta che può ave- 
re uà circola con. una curva qualunque 9 si vedrà che è que- 
sto, uà contatta di seconda ordine ;, poichbj il di lui equazione 

l/fc — a^ Hr iq — &)*^ = c^ y. CQUtieue txe sole costanti , o 

tre soli elementi det contatta. 

Qaesti poi si determiaeranno eoa le equazioni 

(« — a)' H^ (^ — £tf — e* = o , 



( 
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I -+ (j' — h) C^) H- (^^)* = o , di cui la seconda e la ter- 

za sono le differenziali prima e sejconda divise per dx > dcQ* del- 
la prima . 

Da queste equazioni si ricava subito 






e = { I H- {fjY ' (|^J » egualmente che al §. 79. 

Anche la parabola , la cai «q^àzione è 
^ = a *4- 6p H« cp* , contiene tre elementi del contatto > e 
quindi può avere nn contatto di secondo ordine con una qua- 
lunque data cnrva . Gli elementi del contatto sono allora dati 
da queste tre equazioni 

y — a — boa — e** = o , 
(^) — . 5 — 3a?c == o, 

(^) — ac s= o, e perciò 

La parabola dnnqne che nel punto corrispondente all' z- 
scissa p T= X-, ha an contatto di secondo ordine ) sarà . 
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-^i'(?.)--i'(0) 

ovvero 
5=^-H.(p-«)(|)H.'-£^,^(g). 

Prendiamo la parabola cubica 
y =z d^ bx ^ ex" H- cx^ '• questa contiene quattro elementi del 
contatto , e quindi è suscettibile di uu contatto di terzo ordi- 
ne . JLi^ equazioni 
y — a — fio: -— co?* — ex^ = o > 

(-^ ) — b — aca? — 3ea?* = o ,. 

> 

^0 ) ~" ^^ *~ ^*^* ^ ^^'^ 

( ^ ) — 6e s= o , determìaano questi elementi e ci danno 



Jx* 



I (^y\ 



6 "^dx 



a = y — a? (£) -f- ^* (0> — ^ (g) ^ ed in consegnenza 
la parabola cubica che ba quel contatto di terz' ordine > sarà 

In generale la curva rappresentata dair equazione 



I 
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^^"^^^* { — ) ^ le cui coordinate sono V yQ^ avrà un con- 

tatto deir ordine m con un' altra curva qualunque y=:fx 
nel punto corrispondente air ascissa jp =& ^ : nessuna altra cur- 
va in conseguenza-, che non abbia in quel punto un contatto del- 
lo stesso ordine, o di un ordine maggiore^ potrà passare tra 
quelle due . 

§. 295. Esaminiamo ora cosa avverrà delle Teorìe sopra i 

contatti da noi esposte , •onando ( ^ ) , ( :^ ) «Co «ono infinite > 



cioè quando lo sviluppo ^if^x^i* w) per le potenze intiere^ 

positive € crescenti di co non può sussistere { §. 40 ) . 

Sia a il valore particolare di x pel quale annullandosi un 
radicale d' esponente positivo y ha luogo questo inconveniente : 
dovremo allora sviluppare in tina serie ^ordinata per le potcn* 
ze , qualunque siansi ^ di xo Ja funzione ^( a h- w ) . Pacciaaio 

per questo /'(a -^ to) r=^fcL -^ w*P , prendendo per !U) la più 
alta potenza di u) che dividerà jf ( a h* w ) — fa^ dopo aver 
fatte le oppportune riduzioni di modo che il quoziente P nqi> 
diventi ne nullo né infinito allorquando si fa 00 =r o. 

Egualmente se P non è sviluppabile per le potenze intiere 

positive e crescenti di w, facciamo P = A h- w Q, essendo A 

il valore di P quando xo = o i e per avere lo^ cerchiamo la 
piiì alta potenza di xo che divide P — A ^ e ohe dà per Q 
un quoziente che non diventa zero o infinito quando tx) =3 o . 

lucila medesima maniera faremo Q = BHrXo^R?B essendo il 

valore di Q quando w == o , o troveremo xo^ ed R : faremo 

Rt=CH-wS,e così via discorrendo . 
Sarà per taìito 



CALCOLO iNTEGJtALE CAP* XllL 73 



/(aH-w) = 


=fa H- Pw' 


s 


=^ -+. Aw •+ Qw' 


s 


=^H-.Aw H- Bu H- Rw* ** 


s 


= fa H- Aw ^h Bw -i- Cw H» ec. 



ec. 



Qaesto metodo ci darà quanti termini si rogliono della serie > 
€ potremo anche tener conto del resto • 

Ora se y =fx è V equazione di una curva ^ la quale ab- 
bia un punto «comune con quella data dall' equazione ^ =3 Fp 9 
nel luogo corrispondente alP ascissa a , sarà ju ^s Fa ; le dne 
ordinate al di là di questo punto comune corrispondenti air a* 

scissa OH- w, saranno Jf*(a H*^)> F(aH-w)> « la di loro dif- 
ferenza D=jf(aH*to) — F(aH*^). 

.Supponiamo che sviluppando in serie la*funzione W{a^w) 
ordinata per le potenze di co > si abbia 

F(a H- w) =F(a) h- (/F 

= F(a) H- co^A' H- «''"^■'QV 






= cc. 
e sarà a causa ^i F(a) =5jf(a)i 

D = Aw' — A'i/ H- IJw'^' — Q'w"""^' . 

Ora se i due secondi termini oa' A 9 w^A' degli sviluppi di 
jf(a-Hw)i F(aH-«) sono eguali tra di loro 9 dovrà aversi 
6 =3 r 9 A == A% e se non sono eguali 9 potranno rendersi tali 
col soddisfare a quelle due condizioni . 

Tom. Jy. K 
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La prìma di queste dipenderà dalla natnra delle due fun« 
zioni , e la seconda A = A' potrà essere adempita col mede- 
simo artifizio > col quale si adempie la condizione F(a)=y(a), 
cioè col determinare opportunamente i parametri b , e ec. ^ che 
entrano in F(a?); avremo allora. 

I> = Qw — Q'w , e nessuna altra curva data dalT eqna- 

zione jf = ^(jc) avente lo stesso punto comune con le due cur- 
ve di cui si parla , non potrà continuare il suo tratto tramezzo 
a queste > se r due primi termini dello sviluppo di ^(a--f-w) 
non siano uguali ai due primi di ciascuno degli altii sviluppi 
fatti qui sopra. 

Infatti facendo ^(a H- w) = ^(a) H* w^A" H* w Q"y 
ed indicando per A la differenza /(a H* w) — p{a -*- ux) ^ 
si ha a causa di (p{a} =zf{^a): =r F(a)y 

t= oj A — w A -t- u) Q — w Q . 

Faragonats quest* espressioue di A a quella dì 

D = Qw ; — Q w » si vede che sarà sempre possibile pren^ 
dere per ai una tale frazione che (astraendo dai segni ) ren- 
da A > D , finchèr non si ha jia = e y A = A'' come nelle 

due prime curve : dnnque in ogni altro caso la terza curva con^^ 
tinnar non potrà il suo tratta fi amezzo a quelle cnrve medesime. 

Spingendo più innanzi lo sviluppo delle funzioni /*( a H* w),- 
F(aH^(o), si proverà nella stessa guisa, che se i tre primi 
termini dello sviluppo di esse s^ono i medesimi , nessuna altra 
curva passerà tra quelle due > se non abbia anco i tre primi 
termini dello sviluppo di ^ ( *• h- co* ) eguali ai termini simili 
negli altri sviluppi, e così di seguito. 

Potremo dunque chiamare Contatto di primo ordine ^ se^ 
condo ec. , il ravvicinamento di due curve per le quali i due 
primi termini , o i tre primi ec. , saranno i medesimi negli svi- 
luppi delle funzioni che rappresentano le ordinate al dì là del 
punto comune ; qualunque d' altr' onde siano gli esponenti po- 
sitivi e sempre crescenti y ì quali ha V aumento u in questi 
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svilappi medesimi . U tutto è conforme a quanto abbiamo det- 

to ai §§•' 76 j 77 ' 7°' j 11» 

Si osservi «he il punto di una curva corrispondente ali a- 

scissa a? = « , pel quale non può farsi lo sviluppo di/(a -<- «) 
per le potenze intiere -crescenti e positive di w, è un punto 
singolare della curva , perchè in esso , come negli altri punti 
singolari, ha luogo qualche circostanza particolare della curva, 
la quale non è negli altri punti delk medesima . Infatti essen- 
do allora le .quaofità <£) , (^) ec. infinite, ci indicano 1' e- 

sistenza di un flesso contrario , o di un regresso . Si veda il 
fi St 88 

§. 296. Sisi ^=^fcc Y equazione ài solito di una curva pro- 
posta, e ponendovi -L invece di a?, à sviluppi /(^) i» eene 

ordinata per le potenze crescenti fi ^sitiv* di w «e ciò possa 
aver luogo , e sìa 

/(i.) = Ato)* H-W^^H- €«•"'"*•'' ^ ec. 

Si feccia la medesima cosa di un* altra curva ^ s= Fa? , 
zjhe vuoisi paragonare alla prima , e sia 



Se i primi termini ddlo sviluppo di F{.1) saranno i me- 
desimi che quei dello sviluppo ^i /<i) { <»ò che avverrà se 

A = A'., e = r, B = B', « == / ec. } si proverà facilmetit» 

esser sempre possibile dare ad w un tal valore, che nessuna 
altra curva , rappresentata dall' equazione y = ^ ( « ) 7 potrà pas- 
sare tra le due prime nel punto corrispondente all' ascissa oc = 

i-, ed in quei corrispondenti ad ascisse maggiori, se non avrà 

i primi termini dello sviluppo di p{^) eguali agli omologhi 
negli altri sviluppi . 

Conci aderemo di qui, che data la curva 
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y=sfx=^Aai '^^BxT^^ ^Gof^ H- ce. 



— ^ 



ad essa si accosterà contiaaatnente la cnrva y, = Ax ^ e tan- 
to pia quanta sarà maggiore V ascissa : di moda che vi sarà un' a- 
scissa tale al di là dei la qaale nessiiaa altra curra y ^=^ p{xy 
potrà passare tra quelle due >, se sviluppata p{x) in serie or- 



— r 



di nata per le potenzie discendenti di jip > non. sia. Ax il suo* 
prima termine . 

Egualmente la curva delF equazione y=: Ax -ì* Bx 

si avvicinerà continuamente alla curva data y ^=^ fx ^ ^ tanta 
più quanta più cresce x> di modo che vi sarà uà* ascissa al 
di là della quale nessuna altra curva dell' equazione j^ = ^(x). 
potrà passare tra di esse 9. se i primi due termini della svilup- 

po di ^(x) coiì siano Ax h« Bx y e cosi di seguito. 

Queste cm've si chiamana curve Asintotiche * 

Ecco dunque in che consiste il metoda di trovare la cur- 
va Asintotica di una curva data. 

Sia F(x,^) = o, ovverà y = fx: T equazione di una: 
curva » Si trovi il valore di y espresso per una serie disceu-^ 
dente di x, e questa sia, per esempio. 

y « Ax^'^'h- Bx^H- C H^l H- -J^ H- ec. 



X' 

X 

Sarà allora y = Ax* "*" ' H- Bx h- C quella curva di ge- 
nere parabolico che farà da asintoto alla proposta. 

Se prenderemo altri termini , avremo anche le curve 



X 

Ax' H- B« -{. G -^ -^ 



ec. 

le quali saranno altrettanti asintoti curvilìnei della proposta me- 
desima . 
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Se si avessero poi altre serie per esprimere altri valori di 
y y si troverebbero anche altre curve asintotiche della curva 
data . 

§. 297. Avendo qui sopra parlato dejlo sviluppo delle fun- 
zioni in serie ordinate per potenze qualunque di a? > sarà prez- 
zo d' opera il trattenersi a darne un altro metodo . 

Sia data un^ equazione tra x^y liberata dalle frazioni • 
dai radicali complessi > e questa sia 



m ff ^ . m' n' ^ „ m'' »'' 



(E) Aa? j' H* A a? y -^ K'x y h- co. == o . 

Le quantità A » A' , A'" ec. > rappresentano dei coefficienti 
costanti ; m ^n^m ^ri ec. > sono esponenti intieri o fratti , po- 
sitivi a negativi . 

Supponiamo che si voglia il ralore di y dato per mezzo 
di una serie ordinata per le potenze crescenti di a?» 

y = ax -h 6a? -i* ex h* ex H* ec* 



Parleremo poi delle serie a potenze decrescenti . 

Tutta la difficoltà dunque consiste nel determinare i coef- 
ficienti a > ò , e ec. > e gli esponenti n > /3 > 7 ec. : sostituito per- 
tanto il valore di y nella proposta > converrà osservare quali 
siano quei termini pei quali una idonea determinazione di a 
rende i loro esponenti eguali e più piccoli di tutti gli altri. 
Allora eguagliando a zero la somma dei coefficienti di questi 
termini > si avrà un' equazione per la determinazione di a . Co- 
si si dica degli altri . 

Ora osservando che le quantità a , p , y ec > vanno crescen- 
do > concluderemo che per la determinazione di a ed a > non 

potranno influire i termini ix , cx^cc. > i quali neir equazio- 
ne daranno sempre dei termini che avranno un esponente mag- 
giore di quei corrispondenti dati da ax*: dunque potremo co- 
minciare dal sostituire nella proposta semplicemente y z= ax : 
avremo perciò 

iia X -^Aax H^Aa» •+ec. = o> 
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e cercare dovremo per » quel valore y il quale in dae o più 
wrmini rende gli esponenti eguali tra loro , e questi minori de- 
gli esponenti degli altri termini : per riuscire in questa ìndagi»* 
aie consideriamo la ^erie degli esponenti 

m '^ n»j 7«' H- n'm ^ m -+ ntL , ni" h* tÌ"ol cc^ C vediamo 

di determinare a che abbia le condizioni dette qui sopra « 

E primieramente osservo che se n sarà eguale in dae ter«- 
minì, converrà ritenere soltanto quel termine in cui la m è mi- 
nore; per questo riguarderemo le quantità n tutte diseguali tra 
loro : supporremo di più che esse siano disposte per ordine di 

grandezza cioè u<n<in<: u* ec. , considerando minori le 

quantità negative più grandi . 

Ciò premesso » facciamo il primo termine di quella serie 
s=3 p e rappresentiamo gli altri come segue 

iP> p Hr d j p ^ d\ p •^ d ) p-^ <Z ' ec. ) e sarà 
d = m' — m^{tj:-^n)M^ (a' ^ n) {« - 2^')* 
d' ^ in" - n) {. - ^^^} , 



e sarà la nostra serie 

p-*-(«''-«){--v^>' 



P^i^'"-n){»-'^^}ec 



Le quantità numeriche *;_^ ec. 9 iihe sono .^ate > ^i xap* 



presentino. per «> e', V ec. ^ e la serie diverrà 

Pj p ^ {tì — n ) ( » — e ) , p H- X /2" — n) ( « — • -e' ) , 
p ^h {ri'' — n) (a — e" ) ec. , ove si vede che facendo m 

eguale alla maggiore delle quantità numeriche e > e 9 e' ec. » che 



CALCOLO INTEGRALE CAP, XIII. 79 

sia per esempio e" y si avrà il quarto termine eguale al primo t 
e questi due termini saranno i più piccoli di tutti gli altri del- 
la medesima serie. Se poi varie delle quantità numeriche e^ 
e f e' ec. , fossero eguali tra loro e nello stesso tempo maggio- 
ri di tutte le altre j allora si avrebbero più termini della serie 
eguali al primo 9 quando sì facesse a eguale ad una di quelle 
maggiori quantità . In questa maniera troviamo sempre na va- 
lore di a che gode delle proprietà volute * 

Trovato questo valore di i^ , il paragone dei termini ove 
si trovano i medesimi esponenti ,. ci darà V equazione > onde de- 
terminare il coefficiente a > ed avremo cosi il primo termine 

della serie ax^ rappresentante' il valore di y. Per trovare Tal- 

tro bx noi faremo y = ax^ h- y 9 essendo y = òx 



cx^ H* ce. 9 e sostituendo questo valore nella proposta j avremo 
una equazione tra x ed y della forma della proposta medesi- 
ma ; in questa nuova equazione porremo bx invece di y e de- 
termineremo ^ come abbiamo fatto « > quindi avremo il coef- 
ficiente bi e così sarà conosciuto anche il termine bx 9 come 

lo è stato ax . Troveremo il termine della serie nella stessa 
guisa che abbiamo trovati il primo ed il secondo 9 e cosi di 
seguito • E qui conviene avvertire ohe nella scelta del valore 
di p ( e tra poco vedremo che ponno esservene diversi ) deb- 
bonsi prendere quei che sono maggiori di et 9 giacché supposto 
abbiamo che la serie sia ascendente . 

§ 298. Il valore di a che abbiamo ritrovato non è il so- 
lo: altri ve ne sono che goder ponno delle medesime condi- 
zioni • 

Per ottenerli 9 io primieramente osservo che « non può es- 
ser maggiore della più grande delle quantità e 9 e' , e' ec. 9 per- 
chè in tal caso il primo termine sarebbe minore di tutti gli al- 
tri 9 essendo n — » 9 «" — n ec. 9 a — e ^ a — e ec. tutte 

quantità positive . Supponendo dunque come nel §. anteceden- 
te che sia e" la e maggiore di tutte , sarà « < e" 9 ed il ter- 
miue corrispondente ad e' sarà più piccolo di tutti i precedenti 9 
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|K)ichè ]a quantità {n" — ^) (» — ^'' ) è* negativa » mentre le 
quantità corrispondenti negli altri termini o sono positive , o 
se ve ne è taluna ^ per esempio (/z'« — /*)(» — «)i negativa ^ 
sari questa maggiore di {n' — ^) {^ — * ' ) poiché 

n — n < n — tz, cosi m — e>a — e 9 onde 

p — {n — 72) (e — ») >jp — (iz'" — n) (e' — ii) . 

I più piccoli termini dunque ^ quando vi siano 9 dovranno 
cercarsi in quello che corrisponde ad e' ^ e nei seguenti . 

Presa dunque la serie composta di tali termini , cioè di 
quello corrispondente ad e' e dei seguenti ^ ridotta alla forma 

di quella del §. antecedente m ^ na^ m' ^ nm ce. , e tratta- 
ta come questa 9 si troverà un secondo valore per «9 se ne tro- 
verà quindi un terzo 9 un quarto e così di seguito 9 sinché a- 
vremo termini da esperimentare . 

Ognuno poi di questi termini sarà principio di una nuova 
serie per esprimere il valore di y . Pacciamo qualche esempio. 

Sia la serie dei termini 

iH-«> 3H-a«, i.-*.|.«, a-i-S«» a-{.4«, i-H--^«e 

vogliasi determinare » per modo che due di quei termini al- 
meno riescano minori di tutti gli altri . 

Paragonata questa serie con quella del §. antecedente 9 avremo 

772==l9TO'==39OTt=3JL,TO=a^TO =29^=--, 

^2 3 

n == I, 72 = 2, w' =4' '^ =3»» =4»«=T» 
c quindi 

e — -;^— — a-:r7 — 3 > e ^ — — - _ ^ 9 
essendo pertanto e la maggiore di tutte queste quantità 9 sarà 






— » 
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a =1 e =^ ^ uno dei valori idonei di a , ed allora il priimo eS^ 

3 . 

il terzo termine sarannq i minori di tutti gli altri; ciascun di 

essi è — . 

3 

Per trovare gli altri valori di ac , si prenda la serie supe- 
riore cominciando dal terzo termine 

i.*4,-i^, a*h3^9 »H-4«> — H*-^*>ed avremo 

2 2 3 ^ 

1 / // ^ *ff f ' 

2 3 

72 = i. , 72' == 3 , /2" = 4 , 72"' = |. , e quiudi 

e = — 3 , e = ~ I , e ' = ^ : • 

sarà dunque « = i- un altro valore di « , e dopo questo non 

ve ne sono altri . 

Sia ora proposta V equazione - 
1 •+• ay'* — y^ =s Oj dalla quale vogliasi ricavare il valore di 
y dato per una serie ordinata per le potenze crescenti di x . 

Se poniamo y = ax^ , la nostra equazione diverrà 

x^ H- a*« — a'wT^* = o , e quindi la serie composta dagli 



• N 



esponenti, sarà o, i H^Stt, 3«: avremo perciò 

7;2 = o , m =: i f TO ' = o , 72 = o 9 72 = fl i /i" = 3 , Onde 



— m' I 



H — • 2 



_ , e' = o j sarà dunque a = e' = o quel 



valore idoneo di « > e per determinare il coefficiente a , avre- 
mo r equazione i — a' = o , che ha due radici immaginarie , 
ed, una reale a = i ; il primo termine per tanto della ricerca- 
ta serie ax sarà == i , né vi sono altri valwi per « . Onde 
trovare il secondo termine, poniamo nella proposta i H- y in- 
vece di y ed essa diverrà 

Tom. IF. h 



I 
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ÌBÙ 


— aj'' H- a«y' — 


ay* H- oef* ' 


-y? = 


=3 0. 






Vi si fàccia y' 


= bx , ed avremo 






K 




-i'x^ 




2/8 



6 la serie degli esponenti sarà 

I > /3> I H-p, 2/3, I H- a/3, 3|3, 

dei quali solo riterremo 

19/3,2/393/3 perchè gli altri sono sempre maggiori di al- 
cuni di questi qualunque sia /3 . 

La considerazione di questa serie di esponenti ci darà 
P = I 9 /3 = o : noi prenderemo j3 = i , perchè il valorie di 
fi debbe essere maggiore di quello di a : troveremo allora ò 

5= — 9 ed il secondo termine della serie sarà — . 
3 3 

Facendo in seguito y = -^ H- y 9 avremo un' equazione 

tra X ed y' , e posto ^" = cx^ sarà e = — 9 y c= a , e così 
degli altri • 

La serie per tanto sarà 

§. 299. Se la serie che rappresenta y esser dovesse deter- 

minata per le potenze decrescenti di x 9 allora sostituendo ax^ 
invece dij^ nell'equazione (E) del §. 2979 converrebbe deter- 
minare » in modo che in due o piiì termini 1' esponente della 
X fosse eguale 9 e nel tempo stesso minore di tutti gli altri e- 
sponentì . Per questo sarà facile rilevare dalle cose precedenti , 
che dobbiamo allora eguagliare » alla più piccola delle quan- 
tità numeriche e 9 e' 9 e'' , e'' ec. 9 e nella stessa guisa regolarci 
per le altre serie xhe danno i valori ài^^yy ce. 

Per esempio 9 nell* equazione maneggiata al §. anteceden- 
te posto ax per y^ avremo egualmente la serie degli espi>nenti 
o, 1 ^2»^ 3«> 



.y 



V, 
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e quindi come sopra e =s — J. , e' = o: sarà per tanto 

- 

» = — — . Si troverà anche un altro valore di « che sarà 

• = I • Preso questo secondo valore , avremo per determinare a 
V equazione a* — «' = o , cioè a = i , e perciò 



<>■ I 

ax a= I . a; =s flp . 



Facciamo ora ^ = a; ^-^ y , ed avremo 
I -— a?y — 2xy* — y' = o , ove fatto y = 6a?^, si trova 
^ = — 2 , ^ = I . Prenderemo per |3 il primo valore — 2 y 

giacché debb' essere /8 < « , ed avremo 6=1, quindi bx^ =3 



— 2 



Facciamo anche jy' = a? ^ •{- y , e si avrà Y equazione 
2x ^ H- a?~* -i- x'y" H- 4^?"'/' H- 3x~^y" -f- 2«y" H- 

3^ y H-y = o, ove ponendo ca?'' per j^" , avremmo un'al- 
tra equazione, nella quale la serie degli esponenti ( tralascia- 
ti quei che riescono sempre più piccoli degli altri qualunque 
sia il valore di y ) è la seguente — .3, a-+y, i H- ay, 39/. 
^ La considerazione di questa serie ci dà y = ~ 5 , y = 
- , e ritenendo solo — - 5 , perchè in questa guisa y < /3 , si 
troverà e = — a , e quindi cx^ = — ^x"^ , 

Nella stessa guisa troveremo gli altri termini, ed il valo- 
re di y sarà 



^ «• «'*'*«• ?^ "^ ®^' 



Se avessimo preso nel primo termine 1' altro valore di « , 
cioè « = — _., avremmo avuto per determinare a, quest' equa- 

zione a -j- 1 = o ; sarebbe stato a immaginario , e tale anche 
tutta la serie. 



\ 



84 MATEMATICA SUBLIME 

Da qnanto abbiamo detto in questi tre ultimi §§ si rica- 
va anche il metodo di sviluppare il valore di y , datoci da una 
equazione tra x ed j , io serie ordinata per le potenze qua- 
lunque siano di 00 , quando in queir equazione si vorrà porre 
a; H* 0) per x ; infatti fatta questa sostituzione , basterà trattare 
w ed jf come abbiamo sopra trattate le variabili a? , ^ . I coef- 
ficienti della serie ordinata per le potenze di 00 ^ la quale rap- 
presenterà il valore di y , saranno allora generalmente parlan- 
do altrettante funzioni di a? • 

§. 300. Tornando alla Teorìa dei contatti ^ proponiamoci 
il Problema seguente ; 
Fig. 14 " Supponendo che la curva EMF debba avere questa pro- 

n prietà che innalzate in due punti dell'asse B,C dati, le or- 
„ dinate , e prolungate sino all' incontro di una tangente con- 
„ dotta ad un punto qualunque M di essa , il prodotto delle 
9, due porzioni BT , Cf iutercette tra T asse dell' ascisse e la 
,, tangente, sia sempre eguale ad una costante K, si dimanda 
99 la natura di questa curva 99 • 

Poniamo AB = m, AG = n 9 AP = a: 9 PM = ^ . 

L' equazione della tangente Tf è ( §. 78. ) indicando per 
jp e per g le sue coordinate , g = a h* ^p • Facciamovi succes- 
sivamente p = OT 9 p s= 72 9 ed avremo due valori per p e per 
q il cui prodotto dovrà eguagliar K . 

Otterremo dunque tra gli elementi del contatto a^h quest'e- 
quazione \ 

(a H- mh^^a ^ nh') = K. 

Ma a =^ y — ^(^)> ^^'C?)' ^^^n^l^e l'equazione che 
contiene la sopra indicata proprietà 9 sarà 
(E) {j'-i- (/«-*) ()g)}.{>H.(«-«?)(g)} = K. 

e per ottenere 1' equazione della dimandata curva 9 f^ mestieri 
ricercarne 1' integrale . 

Per integrare quest' equazione si adoperi 1' artifizio di dif- 
ferenziarla spiegato al §. 206 9 ed avremo 9 facendone la diffe- 
renziazione 
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{j, ^ (/z ~ a?) (^)} (m - «) (0) H. {y -^ (/TI - «:)X 

(?)}('* — *)(7^) = °> equazione che si decompone * 
in queste dae 

* 

(O {j'H-(/»-«)(g)>(m~«)H- {:kh- 



(m-.a;)(g)}(72~«)=o 






> 



(») (If.) = °- 

La seconda di queste eqaazianì s' integra subito ; essendo 
essa del secondo ordine , prendiamone V integrale primo > ed a- 

m 

vremo (4^) == C costante arbitraria • 

Per mezzo di qucst' ultima equazione e della (E) elimi- 
niamo (^) ed avremo Y integrale cercato così espresso 
( jy — Co? H- mC ) (y — Co: -h ^C ) = K ; questo ridotto j 
diviene 
(jy — CxY ^ {y — Gx) (m^ n)G h- ot/zG* — K = o, 

che dà ^^ = Ca? — B , prendendo per C una costante arbitraria , 
e per B la radice di questa equazione 

B' H- ( TO H- ^ ) BG H- mnlCr — K = o . 

La curva cercata sarebbe in questa guisa una linea retta 
data dair equazione y = Cx H* B . .^ 

Si potrebbe giungere allo stesso risultato , prendendo Y in- 
tegrale finito della equazione (^) = o. Questo è j> = Cx h- E: 

le due costanti G , E non ponno essere per noi ambedue arbi-- 
trarie i perchè bisogna che Y equazione trovata coincida con la 
proposta per un valore di x : facciamo pertanto x = o ^ e si 

haj^ = E, (^) = Ci avremo dunque tra A , B questa equa* 



\ 
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zìone di condizione (Eh* mG )(E-^/2C)=:K, la quale ci 

dà E espresso per G , come lo era B , quindi viene ad avere 

lo stesso valore la E ed il B . / 

§. 301. Anche T equazione (i) combinata con la (E) som- 
ministra una soluzione del problema , e ^enza passare per al- 
cuna integra;p[one . Essa infatti ci dà 

(^) = <l!^:z!!^^Ay il quale valore sostituito in (E), la 
riduce a questa 

Tale equazione è quella di una ellisse , o di una ìperbo- 
la , a misura che K è una quantità positiva o negativa . Il 
grande asse vi è to' — ;z ; il piccolo asse 3\/(K), e le due 
sommità del grande asse nei punti a? = ttz » a? == ;z . 

Che r ellisse e T iperbola godano della proprietà indicata 
nel Problema , è dimostrato da Apollonio nella proposizione 
4a del terzo Libro delle Coniche 9 e ripetuto in tutti i tratta- 
ti di queste curve . 

INToi abbiamo dunque trovate due soluzioni del Problema ; 
una dataci dalla linea retta ^ l'altra dall' ellisse o iperbola. Che 
la retta risolva il problema quando tra le due costanti che ne 
deterniiuano la ])osizione , s^avi la relazione data dalle condi- 
zioni del problema , si vede facilmente ; anzi è questa la vera 
soluzione generale del quesito , poiché in queir equazione si 
contiene una costante arbitraria ) ed il quesito stesso porta ad 
una equazione difTerenziale del primo ordine > di cui T equa- 
zione alla retta è T integrale completo . 

L* altra equazione poi , è una soluzione particolare biella 
(E): ce ne persuaderemo ricercando la soluzione particolare 
della (E) o deducendola dal di lei integrale completo, facendo 
variare la costante arbitraria ; ovvero ricavandola dalla diffe- 
renziale stessa della (E) secondo i metodi spiegati nel Gap. XI. 

Da quello poi che si è detto al § 282, che cioè la solu- 
zione particolare esprime la curva formata dalla successiva in- 
tersecazione delle curve espresse dair integrale completo faccn- 
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dovi variare il parametro j risulta che Y ellisse viene formata 
dalla continna intersecazione delle rette espresse dall' equazione 
y = Cx *4- B 9 facendo variare la costante arbitraria C , ed è 
toccata ^on un contatto di primo ordine da tutte queste rette 
medesime . 

L* equazione del §.^300. 

{ a ^ mb ) {a *^ nb ) = K, dalla quale dipende la soluzione 

del problema , contiene solamente gli elementi del contatto a^by 
e delle quantità costanti senza x ^y . Da questa circostanza di- 
pende r avere ottenute due soluziom" dello stesso problema • 

Onde ciò si compi:enda , proponiamoci in generale questo 
problema ^ Data di specie una curva espressa dnlF equazione 

r> ^{x jy jayb) = o nella quale ayb sono due parametri 

9> indeterminati 9 si tratta di trovare Y equazione di un' altra 
yy curva che tocchi la prima con un contatto di primo ordine 
yy e che faccia regnare tra i parametri ayb una relazione con^ 
,, tenuta in una data equazione ^ ( a ) &) = o ,.>. 

Da quest' ultima equazione ricaviamo il valore di b dato 
per a , e sia 5 = ^ , e sostituito nella prima y avremo 

'Pixyyyayfa) = o. 

Il problema allora si ridtn:rà a trovare una curva che ab- 
bia con quella dell' equazione l^{x yy ya yfa} =. a un contat- 
to di primo ordine. 

L' equazione dunque della curva ricercata dovrà esser ta^ 

le che dia per ^ e (^) li stessi valori in x che ci danno Ye- 
quazioni 

l^ix ^y ya tfa) = Or 

Si vede intanto che la stessa F(*,^,ù,/a) = o sod- 
disfa al problema > qualunque sia il valqre di a . 

Ora a , essendo nna quantità indeterminata , possiamo sup- 
porla tale che la curva cercata sia rappresentata dalla medesi- 
ma equazione F(a:>^,a>/a) = o, purché la differenziale 
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prima dì questa qoi , abbia la stessa forma 

(^) ^ (^)^^) s= oj ma se a è, una quantità variabile, la 

«differenziale prima diF(«,j^,a,6) = oè 

<S) -*- (£) (£) -+ C^) (S) = ° ' ^°°^''« ^ condizione di 
cui si tratta , sarà adempita se si determina a con Y equazio- 
ne ( ^ ) = o . Avremo così un valore di a , il quale sostituito in 

r ( a? , j» , a ,fa ) s= o ci darà 1* equazione della curva cercata . 
Tale equazione poi è una soluzione particolare , mentre 
F(ac,j>va»/a) = o è 1' integrale completo ; e la curva è 
quella, la quale viene prodotta dalla continua intersezione di 
quella serie di curve pochissimo differenti 1' una dall' altra , che 
si ottengono dando ad a dei valori poco differenti tra loro 

ncir equazione F ( a: , ^ , a yfa ) = o . 

§. 3oa. Consideriamo le curve che ponno avere dei con- 
tatti di secondo ordine . 

„ Data di specie una curva rappresentata dall' equazione 

„ F(»,^,a,ó,c) = o essendo a , è , e tre parametri indc- 

„ terminati , si tratta di trovare V equazione di un' altra curva 
„ che abbia con la prima un contatto di secondo ordine, e fac- 
„ eia regnare ^ra i parametri a^b )C la relazione data da una 

„ equazione p{a^b ,c) = o „ . 

Si soddisfa alla seconda condizione ricavando da (f>(^aibiC) 
=a o il valore di a sia c=f{a,b), e sostituendolo nell' e- 
quazione data , avremo allora F( oc , j' , a , 6 ,/( a , 6) ) = o , 
che per maggior semplicità rappresentar possiamo per Y(ar»j'> 
a^b) s= o , e dovremo trovare la curva che ha con questa 
un contatto di secondo ordine, qualunque siano i valori di a , 5 ; 
dovremo in conseguenza trovare una curva che tocchi con un 
contatto di secondo ordine tutte le infinite curve che si hanno , 
dando ad a , 6 dei valori particolari qualunque . 
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Se per mezzo delle equazioni Ys=o, dY = o, d^y £= o 

elimiDiamo le due costanti a^by otterremo un' equazione del 
secondo ordine V 5= o che ( non contenendo a , 6 ) apparter- 
rà a tutte le curve rappresentate dair equazione Y(a?,j^,aj6) = o 

dando ad a ^ ò valori qualunque > V integrale completo della qua* 
le sarà la stessa T == o . 

Onde una curva ne tocchi un' altra con un contatto di se« 
condo ordine 9 bisogna che in amendue abbìansi li stessi Talo« 

ri per y^ (^)*(/^)- °®^ nostro caso dunque bisognerà che 

essa conduca alla stessa equazione differenziale del secondo ordi- 
ne V = o. L'equazione dunque della curva toccante, altro non 

potrà essere che o lo stesse integrale completo 'I'(a?,j^,aj6) = 0| 
o la soluzione particolare . 

Così il problema della ricerca di una curva o delle cur- 
ve j le quali abbracciano con un contatto di secondo ordine tut- 
te le curve dateci dair equazione T(a7,jf > a , &) = o, si ri- 
duce alla ricerca della soluzione particolare dell' equazione dif- 
ferenziale del secondo ordine V == o , della quale Y j= o è 
r integrale completo . 

La di lei equazione pei* tanto si otterrà eliminando a^b^ 

€ ( ^ ) ^ giacché supponiamo che b sia una funzione qualunque 

di a ^ da queste quattro equazioni 
r(Xyy,ayb) = o, 



dir'\ . /di\ id9 



una tale equazione conterrà i differenziali del primo ordine . 
Tom. ly. M 
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Si vede di qui > che le soluzioni particolari rappresentano 
sempre delle curve inviluppanti > e che hanno dei contatti di uà 
dato ordine con le curve inviluppate ^ rappresentate dagli in- 
tegrali completi > nei quali le costanti arbitrarie variano da una 
curva air altra . 

L'eliminazione di a^b^ (^) dalle quattro equazioni supe^ 

rìori, ci dà na* equazione in x^y^ (^)- ^^ °oi viceversa eli- 
minassimo queste ultime quantità per mezzo delle stesse equa* 
zioni 9 otterremmo un' equazione in a^b^ ^ ( — ) la quale con- 
terrà la relazione che sussister debbe tra le due variabili ajb: 
dal che si ricava che queste quantità sono indipendenti tra lo- 
ro in ciascuna delle curve inviluppate 9 ma non lo sono più ^ 
allorché si riferiscono alla curva inviluppante . Si otterrebbero 
dei risultati simili per le curve degli ordini superiori . 

Da questi principi dednr se ne potrebbe la Teorìa dell' E- 
volute, ma avendola noi trattata diversamente al § 82 9 riman- 
diamo i nostri Lettori all' Opera delle Funzioni Analitiche di 
Xia- Grange . 

§ 303. Una curva a doppia curvatura ( App. XII ) è rap- 
presentata analiticamente con due equazioni > le quali ne espri- 
mono due delle projezioni . 

Siano y -=1 fx ^ z =^ ^x T equazioni di una qualunque cur- 
va a doppia curvatura : x ^ y ^ z no sono le coordinate . Siano 
parimente 5 =2 Fp > r = «p 1' equazioni di un' altra curva a 
doppia curvatura data 9 della quale p y q ^r sono le coordinate . 

Onde le due curve abbiano un punto comune > converrà 
che facendo p == a? , abbiasi q =^y ^ r =3 js , che cioè sia y == 
Fx 9 2; =s ^x . Questa circostanza porterà le due equazioni 
j^ = Fjc , ^0? = *3C , dalla risoluzione delle quali se trovere- 
mo uno o più valori reali di x che soddisfacciano ad ambedue ^ 
avremo uno o piiì punti comuni di quelle curve ; e quando non 
vi sia un pnnto comune , ma nell' equazioni della seconda cur- 
va si trovino due parametri indeterminati > potremo allora de- 
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ferminarli in fanzione deir ascissa che debbe corrispondere al 
punto comune > ed in modo che quelle due equazioni siano sod- 
disfatte . 

Siavi un punto comune e consideriamo 1' andamento delle 
curve al di là di esso . Essendo per quel punto comune Y or« 

dinate della prima curva x ^ fx ^ (px ^ e quelle della seconda 
nello stesso punto x % 'Ex ^ «a? 9 per i punti corrispondenti ad 
un' altra ascissa comune a; h* (o > le coordinate della prima cur- 
va saranno arH-w,y'(^H*w), ^(a?H*w)> o quelle della 
seconda a? H- w , F(a? -t* co) , *(x h- co). 
Ora se noi poniamo 

= "<(S)-(g)}-^?{(0)-(0)>-^*''- 

= " {(S) -(.*)> -*• T {(^) - (0)} -^ ~-' 

sarà la distanza di quei due punti che rappresenteremo per ^.9 

Questo valore dì ^ sarà tanto minore , quanti più termini 
si annulleranno nelle due serie, che esprimono i valori di D, A> 
e quindi tanto più le due curve si avvicineranno tra loro . 

Quando si annullano i coefficienti delle prime potenze di co > 
ed allora si ha 

(£) = (2)' (S) = (S)» « ^« «^"^ ^"«^^^ ^^""'^ un primo 

grado di ravvicinamento tra loro, o un contatto del primo or- 
dine : quando si annullano i coefficienti delle potenze seconde 
di oa , le due curve hanno un secondo grado di ravvicinamen- 
to o un contatto di secondo ordine , e cosi di seguito . 

Dunque > perchè due curve a doppia curvatura abbiano u- 
na semplice intersezione corrispondente ad una ascissa comune 
X , converrà che le altre coordinate respettivamente si eguaglino 



9À MATIMATICA SU8LIMS 

tm loro: perchè qael pnoto sia un contatto di fvrimo ordine. > 
dQvraiiQQ egaagliarsi anche ì differenziali primi di quelle coor- 
dinate : dovranno essere ^di più eguali i differenziali secondi > 
se le curve debbono avere un contatto di secoodo ordine , e 
CO0Ì di seguito . 

£ queste sono le proprietà analitiche dei contatti delle cnr^ 
ve a doppia curvatura. Le proprietà poi Geometriche consisto* 
230^ in questo 9 che due curve , le quali hanno tra loro un con- 



ettm§ 



tatto di nn certo ordine n ^ non permettono ad una terza 
curva avente lo stesso punto comune y il passare tra di esse 9 
se questa non abbia con loro un contatto dello stesso o di un 
maggiore ordine. 

E qui osserviamo che una curva a doppia curvatura dice* 
si passare tramezzo a due altre ^ quando le proiezioni di quel* 
la passano, tramezzo alle proiezioni di queste • 

Si vede dunque che tal grado di ravvicinamento o di con- 
tatto hanno due curve a doppia curvatura > quale lo hanno le 
loro proiezioni , e viceversa . 

Siano XjyjZ le coordinate di una qualunque curva, e 
p^q ir le coordinate della curva data per la quale si diman- 
dano le condizioni del contatto con la curva proposta . 

Siano F(p>5,r) = o, *(p , 5 , r ) = o Y equazioni 

della curva data ( Appendice XVI ) : onde abbiasi tra queste 
due curve un punto comune corrispondente all' ascissa x > bi- 
sogna che le due equazioni sussistano > ponendovi x^y^z in- 

vece di j:>,gr,r, ciò che darà F(a?,jy,2j) = o, *(a7,^iz) = o: 

e queste due equazioni dovranno aver luogo per V intersezio- 
ne semplice delle curve . 

Indichiamo per F(p » 5 > r )' = o , * (p , gr , r )' = o le 

difFereuzialì prime di quelle due equazioni divise per dp ; ac- 
ciò le due curve abbiano un contatto di primo ordine » non so- 
lo nel punto comune eguagliar si debbono le ordinate 9 ma an- 
cora i differenziali primi dì esse ; dunque queste due ultime e- 
quazioni differenziali debbono anche sussistere ponendovi x^y^z 

invece di p, 2, r: avremo dunque F (oc ,;^,zy = o, *(a7>j^,ay = o. 
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Ver un contatto di secondo ordine dovremmo avere di più le dna 
altre equazioni 



^==F(ar,>,z>"==o,^===t»(a?^j,2jy'=o,ecosìdrsegu^^ 

A queste equazioni dì condizione pja^ diversi ordini di con*^ 
tatto soddisfaremo per mezza delle costanti arbitrarie a^b^e ec. t 

che si tl^overanno nelle funzioni date Vip^^jr)^ .4(pr?97*)t 

e ad esse^ deternnoate in funzione di XjyyZy (j^)9(t^^> P^ 

tremo dare il nome di Elementi del contatto y cotae si è usa» 
to per le curve piane . 

So fosse una suf)erficie ciH*va j. qoieUa €)he aver debbe ma 
contatto con ucia curva a doppia curvatura > allora rappresene 

tando per F(p>5»r) = o la di lei equazione > dovrebbero 

aversi le due equazioni F(a?»j'ia) = o> 

^ = V{Xjy'\zy = o> onde vi fosse un contatto di primo 

ordine : vi si aggiongerebbe Y altra 

~ = F(a?,^,j&y' =2 O) onde il contatto fosse di secando 

ordine 9 e così di seguito . Tutto questa si dimostra con i me- 
desimi princip) . 

Di qoì si vede $ che tma superficie sferica può avere eoo 
una curva a doppia curvatura uà contatto di terzo ordine ; e 
che quindi vi sono infinite sfere osculatrìci di una curva a doppia 
curvatura. 

§. 304. Si paragoni la linea retta con una curva qualun- 
que a doppia curvatura . Le due equazioni che rappresentano la 

retta ( Appendice N*. I ) sono 5 =5 a h* ftp , r =^ e ^ ep * 
Onde essa abbia un contatto di primo ardine t bisogna che po- 
nendo in queste due equazioni x^y^z per p^q yVy V equazio- 
ni continuino ad esser vere 9 egualmente che le loro difFeren* 
ziali : dovremmo dunque avere y =s a ^bx ^ z =i e '^ ex ^ 

(;^) = i> (^) = e> le quali equazioni ci daranno 
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« = > — (^) * » c = s — (^) * , ed in conseguenza 1* equa- 
zioni della tetta tangente di una curva a doppia curyatnraf sa- 
ranno 

g=j,_(fi)«H-(fj)p. 

ov€ p^q^r sono le coordinate dei sooì pnntì ; x ^ y ^ z sono 
quelle pel ponto ove è il contatto con la curva. Quelle dne 
equazioni poi sono le stesse <^he troverebbersi per determinare 
le tangenti alle due curve piane > proiezioni della cnrva a dop- 
pia curvatura: così per condurre una tangente ad una curva a 
doppia curvatura j basta condurre le tangenti alle di lei proje- 
zioni , essendo siffatte tangenti le projezioni stesse della tangen- 
te della curva a doppia curvatura. 

Vogliasi ora il circolo osculatore di una curva a doppia 
curvatura . Riguardando un circolo nello spazio come nato dall' in- 
tersezione di una sfera e di un piano che passi pel centro di 
lei 9 sarà esso rappresentato dalla simultanea sussistenza delle e- 
quazioni di queste due superficie . 

L' equazione di una sfera ( Appendice N*. XVI ) riferita 

a tre assi ortogonali > ed indicate le coordinate per p ^q^r^ è 
(P — a)*H-(5 — by ^ {r — c)*==V^ ove a^b yC so- 
no le coordinate del centro ^ ed ^ il raggio . LI equazione di 
un piano riferito alle stesse coordinate > e che passa per un pnn* 

to corrispondente alle coordinate a , 6 , e ( Appendice N^ IV ) 

è in generale p — a ^ m{q — b) ^ n{r — c) = o^ m^u 

essendo due costanti arbitrarie y le quali determinano V inclina- 
zione del piano rapporto ai piani fissi delle coordinate . II si- 
stema per tanto di queste due equazioni rappresenteià un cir-: 
colo di raggio h , il cui centro sarà in un punto dello spazio 
determinato dalie coordinate a^b yC y ed il cui piano dipende- 
rà dalle quaqtità ;7Z ed n • 

Onde questo circolo abbia una intersezione con una cur- 
va a doppia curvatura in un punto di essa corrispondente alle 
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coordinate ^ 9 ^ r 2; > bisognerà che qnelle due equazioni siano 
sempre vere > quando vi si pone x ^y y z per p > 3 > r : che sia 
cioè 

(I) (x — a)*H-(jr~5)' H- (a — cr = ^*r 

{2) ^ . • ^ • . X — a ^{^ni{y — b) ^ n(^z — e) =0; 

onde ia quel punto siavi nn contatto di primo ordiae » dovran^ 
no ancora verificarsi queste altre due 

(3) («-ra)^(^)(jf-6)H-(^:)Ca-c) = Oi 



(4) I H-OT(£>H-/2(g):^0. 

Perchè poi il contatto sia di secondo ordine ^ anche le due 
seguenti equazioni dovranno sussistere eoa le superiori 

(«5) «(^n -*"»(&!) = <»' 



Ora essendo sei Te indeterminate) le quati entrano nelfe- 
quazioni del circolo > potremo determinarle in modo che siano* 
soddisfatte queste sei equazioni : potremo dunque trovare sem- 
pre un cìrcolo che sia osculatore di una curva a doppia cur- 
vatura qualunque , e sarà questi determinato di posizione e di 
grandezza . Se volessimo che il circola fosse soltanto tangente 9 
Don avremmo a soddisfare che a quattro equazioni ; restereb- 
bero in conseguenza due indeterminate al nostro arbitrio » e pos- 
siamo prendere per tali il raggio h ed tma delle due m^n . 

Allora r equazione 

( X — «) H- (£) ( jr — 5 ) H^ (g) (2? -- e) = o, determine- 
rà il piano ove si troveranno i centri dei circoli che ponno 
esser tangenti j siccome poi il raggio del circolo tangente è ne- 
cessariamente perpendicolare alla curva r questa equazione sarà 
quella di un piano perpendicolare alla curva medesima , pren- 
dendo a , 6 , e per le coordinate del piano . 
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Esamioiamo il contatto éel secondo ordine, he tre |hì< 
tale esazioni danno 



à; '— a 



Ut)— (è)}" 



a 



<-(f:)>* 



R 



{-(^i)>* 



facendo per semplicità di scrittura 



Bostitnendo questi valori nella quinta equazioue ^ ne ricaveremo 

'°{"-(7:)>(^o-{--(£)}(0)' 



Infine la quarta equazione o la sesta ci daranno 



J*v 






m 



sr- > 



(£)(£?)-(g)(^> 



;2=— 



(S)(B)-(.^)(0) 



h = - 



che dovranno sostituirsi nelle precedenti espressioni } onde ave* 
re ( fatte le opportune riduzioni ) 



^/d'-^PJ■^(È)'}m)'*iBn-i<•È)Q)-iÈm))'] 



a^x— 






{-(r-(s)'} {(i-^)'-(S;)'}- {(.^)(.^)-*0(^)>' 






c=» 



{-(£)*-(£)"}{(S)--(&-)*>-{(^)(S)-(*«5?)}' 



la quantità h sarà il raggio osculatore della curva proposta ^ e 
le quantità a^b yC saranno le coordinate della curva dei 'Cen- 
tri di tutti i circoli osculatori ; ma questa non «ara sempre u- 
l)a sviluppata, come lo è nelle curve ti semplice curvatura- 

Per sapere in quali oasi la ourva dei -centri è una svilup- 
pata > 6 per altre ioteressanti nozioni a questo proposito > nei ri-- 
mandiamo i nostri Lettoci a^Ua Teorìa delle Pun^^iont Analitiche, 
ed ai decimo Volume delle Memorie presentate alla Reale Ac- 
cademia delle Scienze di Parigi.^ 

§• 305- Se si disegna la proiezione di nna cwva^ a doppia 
curvatura sopra il piano delle x^y^ si può riguardare questa 
curva di projezione come Y asse curvilineo della curva a dop- 
pia curvatura : allora indicando per s Y arco della curva di pro- 
jezione 9 le coordinate della quale sono se > ^ > e supponendo 
che quest' arco sia disteso in linea retta , saranno ^s ^ z le ooor- 
dinate rettangolari della curva u doppia curvatura spiegata so- 
pra un piano . 

Questa ^ riflessione ci dà diritto H applicare alle tmwe a 
doppia curvatura le formule della quadratura e della cettifìca- 
zioue da noi assegnate ( §• 90 ) per le curve piane « 

Basterà porre in quelle s invece di x: così per la qua- 
dratura avremo lo spazio =^ /z{^)dx y e per la rettificazio- 
ne y Y arco 



I 
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<^«= (^)d» = ÉÌa7\/(i -^. (£)*); dunque la prima forma- 
la diverrà 
f zdx y/(i ^{^y)i e Isi seconda. 

E' inutile avvertire che Io spazio espresso- dalla prima 
formula è la superficie del cilindro retto che ha per base la 
pro/ezione dplla curva a doppia curvatura > ed e terminata da 
questa curva stessa . 

§ 3P^ Veniamo ora air applicazione del calcolo differen- 
ziale alle superficie curve . 

Siano X yy ^ & le tre coordinate di una data superficie , e 
j> 9 g > r le coordinate riferito ai medesimi assi rettangolari di 
un piano che vuoisi con essa paragonare. Sia z- =^ fi^jy) 
I equazione della superficie > ed r =^ a -^ bp ^i* cq q^uellà del 

piano, a v&'i C; esseado le tre costanti che ne determinano Ta 
posizione . Onde ri piano abbia con la superficie un punto co- 
mune , bisogna che la di lui equazione sì conservi vera , quan-- 

do' invece delle coordinate, p^q^r vi si pone a: ,^ , Zt . Avre- 
mo allora questa equazione 
St ssz a ^ bcc ^{^ cy . 

Consideriamo tra tanto un altra punto corrispondente alT» 
coordinate a; h* w , 7 -ì- fl - Per questo punto V ordinata, z di- 
venterà f{x^{)S^y^t)^ e r. ordinata perpendicolare r del 

piano- > sarà =? tì h* & ( » H^, w ) h- e ( y H- fl ) • ^^ distanza poi 
dei due punti corrispondenti della superficie e del piano, sarà 

Sviluppiamo la fnnzkme ^( ^ -+• w > y H- O >^ ^^^ ^^^^ 
ordinata per le potenze ed i prodotti degli aumenti indeterminati 



.*< 
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<a ^ • > ( S- 37 ) ^ fermandosi ai termini ove troyansi le potenze 
seconde, tenendo conto dei resti, avremo 



a 



hx 



6f (x^y) -^ w9f^(aH.p,J'H-2) 



lab 
4.C 



ove f{x,y) indica la differenziale parziale prima dt/(«>>') 
riguardo ad a? ; /^ ( x ^y ) quella riguardo ad ^ ; /" ( « -^pi^ *i- g ) 
la differenziale pjTrziaie seconda presa due volle rapporto «d Xi 
e postovi quindi x ^ p invéce idi « ^ y '^ 2 invece cu yi 
/'^(a?«-+.p,j>H- 2) quella presa prima rapporto ad «., poi 
rapporto ad j i f ( ce -i- p ,7 -ì- g ) quella presa due volte a:ap- 
porto ad j' . Le quantità p > g sono contenute » la prima tra o 
ed co , e la seconda trr Q e fi . Si avverta di non confonderle 
con le coordinate p , g del principio .di questo §. 
Ora essendo 

y ( a? >^ ) = a s= ^ H- 6^ H- cy > avremo 

scrivendo per semplicità P,Q,R invece. dei coefficienti delle 
seconde dimensioni degli anmenti. 

Se noi diamo una tal posizione al piano ^ che sia 



iofl<3*i.«*R, 



Q'^ 



(^), allora 



D =s=: (a'P H- wjQ H- «'R 



Un piano che gode. di queste proprietà, chiamasi tangente 
della superficie curva nel punto corrispondente alle coordinate 
X ,y iZ. L* equazione di questo piano è • 
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proprietà analitica del piana tangente di una snperficio curva . 

La proprietà poi Geometrica è che nessuno altro piano può 
esser tangente della saperficie nella .stesso punto > e passare tra 
il prima piana e la superficiQ medesima . Per dimostrarla 9 os- 
serva che un «altra piana noti può passare tra la superficie cur- 
va ed il primo 1 se la distanza A tra due punti di esso e del- 
la superficie corrispondenti alle coordinate « -i« w 9 j^ *> id non 
6Ì& minore di D e 

Oca prendenda 
r = ;» -4* ^jp ^ yq per T equazione del secondo piano , avremo 



la quantità D contiene soltanto le potenze seconde degli aumen- 
ti indeterminati co > fi ; la A contiene *anche le priare: potremo 
dunque prendere oa,ft così pieooli» che questa distanza A su- 
peri la m astraenda dai ^segni . Danqo» sarà impossibile che 
quel nuova piana poasa :^afisare tra :la Sf^perficie ed il primo 9 

di cui r equazione è r =s a ^^Òp ^ cqi e se volessimo an- 
nullare in A i termini delle prime potenze di u ) 1 convcr- 

Mbte fare ^ = (è) > r = (S) ' ^«in^i iKnuovo piano cade- 

rebbe sopra 1' altra . ' 

Come i coefficienti costanti a^byC tìctermiaiao la posi- 
zione di nn .piano > ed in conseguenza cosa esse signitiohioo > si 
vede ncir Appendice N*. IV. 

§. 307. Generalizzando questa Teorìa^, sia z ^=^f{ x^y) 
1* equazione di una qualunque superficie , sia r = F (j? , q ) 
quella di una superficie data» ed esaminiamo le cimdizìeni) on- 
de queste abbiano tin punto ewiiano tm loco . Pnaiieramente 
dovrà essere z = F(a?. ,:)«>, owvero /(«>3») =E(«>>)- 

Facciamo ora « H-^u> , :y -4- f Jortce di x^y: 1* ordinata 
della prima curva sarà /(a?*i-w,j?-i-é) e quella deHa se- 
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conik F(a:H*»»j{-i-fl)i ^* distanza, poi dei daer punti corri- 
spondeati ia queste dae curve > punti che. trovansi. sopra, la. me- 
desiina ordinata.», sarà. 

Sviluppiamo queste due funzioni in^ serie .^ e^ fermandosi 
ai termini ove le potenza degli aumenti u » 1 9ono^ le secon- 
de j avremo 



ove p , q^ «ouo. contenute tra. i limiti o; e co ^ o e fl .- 

15npponiamo« che i termini- molciplicatL per w. e per. fl dispa- 
riscano > il che avviene; facendo^ 

(g) = (g) , (g) = (lE) , e r espressione di D non: conter- 

rà allora, le potenze lineari di (o e A . 

Qnanda le due curve sono^ tali > che si verificano queste con- 
dizioni ). si chiamano tangenti Y una. delU altra», cosi perchè una 
curva dell? equazione r= ^{p>q) sia tangente: di un' altra 
dcir equazione s^ =^ f{x:^y,) y ne! punto* corrispondente alle 
coordinate x^y j z riconverrà che 1! equazione- r = E (p > q ) 
si mantenga, vera y allorché in essa pongonsi quelle determina- 
te coordinate x yy ^ z invece di p , 5 , r ; e che parimente si 
conservino tali, le due differenziali parziali; del primo- ordine 
della stessa equazione :, bisognerà^ cioi^ che siano verificate que- 
ste tre equazioni: 

^ = F(«,^j;(g) = (g)i(g) = (|).. 

E questa è la proprietà, analitica di. una: superfìcie' tangen- 
te di nir altra . 

La proprietà poi Geometriòa è ^ che aesinna altra snperfì- 



/ 
/ 
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eie deir equazione 5 = ^(^,1?) può passare tra quella prima 
superficie e la sua tangente se non è anche per essa 

2 = ^(a^ » J') » (g) = (g) • (g) = (g), vale a dire se non 

gode ancora essa della medesima proprietà analitica dell* altra. 

Ciò si dimostra avvertendo che D non contenendo le pò* 
teiize lineari di co , d , potranno per w e d prendersi tali fra- 
zioni che questa quantità D divenga minore di una simile quan- 
tità appartenente a qualunque altra data superfìcie per la qua- 
le non si annullino i termini moltiplicati per w e per ; non 
potrà allora quest* altra superficie passare tra le due prime ; la 
qual cosa non avverrà più , se anche per tal superficie si annul- 
leranno i termini i quali contengono le potenze lineari di tó 
e di & . 

Quando dunque nella superficie data r = F(pj5) si han- 
no tre parametri a, 6, e da determinarsi, noi li potremo de- 
terminare in maniera che restino soddisfatte queste tre equazioni 

z=.F(x,y), (g) = (g), (g) = (g) ed allora la super- 
ficie data sarà tangente di quella z z=:=^{^x^y) nel punto cor*- 
rispondente alle coordinate x^y> 

Le tre equazioni precedenti sono la stessa equazione del- 
la superficie data , nella quale si cangiano p > 5 ? r in x '^y ^^ z ^ 
e le due differenziali parziali della medesima i in generale dun- 
que rappresentando per F(jp ? 5 > r) ==:= o Y equazione di liija 
superficie data, e per z^y^op le coordinate di un'altra super- 
ficie proposta che debbe essere toccata dalla prinia nel punto 
corrispondente a quelle coordinate , dovranno essere verificate 
queste tre equazioni . 

F(=«,,,*) = o, (g)H.(g)(g)=o, (f )H-(|)(g) = o, 
ciò che ci somministrerà i valori dei tre paramefri a^l^iCf e- 
spressi io x^y.z, (£),(g). , ^ 

§ 308. Estendiamo lo sviluppo delle funzioni , la cai dif- 
ferenza eguaglia la distanza D , sino ai termini delle terze di- 
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mensioni degli aumenti co > > e sapponendo che i coefficienti 
delle prime dimensioni si aniinlIinO) avremo 

sondo P , Q co. ^ i coefficienti delle terze dimensioni cbe sono- 
si trovati al §. 37. 

Se dunque Y equazione r = ^(p»9) della superficie è 
tale , che oltre aver soddisfatte quelle tre equazioni , si possa 
ancora soddisfare alle altre tre 

(^') = (^P),(.i:^)=^r.f[:L),(f^) = (^P^ i termini del 

secondo ordine dispariranno dal valore di D ^ e proveremo fa- 
cilmente che si potranno sempre dare ad to e 6 > dei valori 
cosi piccoli > che la distanza D sia minore di una simile di- 
stanza A appartenente a qualunque altra superficie data > la. 
quale non soddisfaccia alle stesse condizioni . Sarà dunque im- 
possibile , che questa superficie passi tra le superficie delle e- 

quazioni r=F(p,5), z =zf(^x ^y) ^ dopo avere avuto eoa 

esse lo stesso punto comune . 

La superficie allora dell* equazione r = F(p,g) ha un con- 
tatto che dicesi di secondo ordine con la superficie z=^f{xyy)^ 
ed ha il nome di superficie osculatrice . 

Si può continuare lo stesso discorso per T annullamento de- 
gli altri termini nel valore di D . 

In generale se rappresentiamo per F(p>gir) = o T equa- 
zione della superficie data, onde questa abbia un contatto di se- 
condo ordine con una superficie qualunque z ^= f{x ^y) nel 
punto corrispondente alle coordinate x^y j dovremo soddisfare 
a sei equazioni cioè alla l^{x ^y ^ z) = 09 alle due di lei dif- 
ferenziali parziali del primo ordine > ed alle tre di lei diffis* 
renziali parziali del secondo: è per questo necessario che essa 
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conteoga sei parametri ìndetennriiati , onde si determinino in nto^ 
do da soddisfare a quelle equazioni . 

Perchè la superficie data avesse un contatto di terzo ordi- 
ne convetrébbe che contenesse dieci parametri indeterminati > 
e che si tleterminassero in maniera da soddisfare a dieci equa- 
zioni : cioè alle sei qui sopra annoverate ^ 'cd alle quattro dif- 
ferenziali -parziali del terzo ordine della F(^vcjy^z) = oj e 
cosi di seguito . 

§. 309. Paragoniamo la superficie di una sfera con una sn- 
perficie qualunque . 

L' equazione »cTelìa sfera 

(p — a )* ^^ ( g — & )* H- ( r — cy — Ti" =sOj contiene quat- 
tro parametri tz^i^c^h dei quali rz 9 5 > e danno la posizioncr 
del centro > 7t la grandezza del naggio . 

Essa -dunque ^uò avere ^con una xnirva tjualunqne un con^ 
tatto di primo ordine ^ determinandone tre t)pportunamcnte; non 
può pero tlivenire ^osouktrìce ; imperocché 'ci vorrebbero allo- 
ra sei parametri «da determinarsi . 

Secondo quanto abbiamo dettb -al §• -antecedente , ponia- 
mo neir equazione della sfera x^y^z invece ^i p^g> ry ed 
avremo 

{x — aY ^ {y -^òf^^lz — cf — ^* ì:» o , le di cui 

differenziali parziali -del primo ordine sono 

a?-- aH-(g) (e— «) = o, 

se noi determiniamo le tre costanti a ^b ^ e per mezzo di que- 
ste tre equazioni, avremo 

a ZnZ X mJ^m 



V{-(£}'-(S)'> 
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V{-(f:)'-(^;)-} 

ed il faggio U rimane arbitrario. 

Si può dunque sempre avere una sfera di qualsisia raggio ^ 
tangente di una qualunque superficie • Quel raggiò sarà per- 
pendicolare alla stessa superficie » di modo che riguardando que^ 
Sto raggio come indeterminato > le tre quantità a^b ^ e saran- 
no le coordinate della perpendicolare alla superfìcie medesima 
nel punto corrispondente alle coordinate XjyyZ. L'equazioni 
poi di questa perpendicolare saranno 



dx 
4t 



Onde la sfera divenisse oscula trice i dovremmo soddisfare 
ad altre tre equazioni , cioè alle differenziali parziali del se- 
condo ordine dell' equazione alla sfera j per il che ci abbiso- 
gnerebbero altri tre parametri da determinarsi 9 e non ne ab- 
biamo che il solo raggio h . E^ dunque impossibile di trovare 
in generale una sfera osculatrice di una superficie . 

Se invece di una sfera noi prendessimo a considerare la 
superficie formata dalla rotazione di un arco di circolo attor- 
no della sua corda , siccome allora nell' equazione di questa 
superficie sarebbero sei costanti arbitrarie > così si avrebbero in 
questo caso gli elementi necessarj onde far sì che siffatta su- 
perficie fosse osculatrice di una superficie qualunque. 

Siccome non è possibile ritrovare tra tutte le sfere' tangen- 
ti di",una superficie, una sfera che ne sia osculatrice > limitia- 
moci a determinare quella sfera che sarà osculatrice di una cur- 
va qualunque disegnata sopra la medesima superficie . Basterà 

Tom. ir. O 
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per questo che noi suppouiamo y funzione di x , come nelle 
curve a doppia curvatura ^ e prendiamo in questa supposizione 
le equazioni differenziali prima e seconda dell' equazione del- 
la sfera 

( 07 ~ a )' H- ( J^ ~ 6 )' H' ( :2i — e y = A* . 

La differenziale prima è 

»-<'-t-(g)(j>-6)-i.{(g)M-(*)(g)}(»-c) = o. 
e la seconda è 



<('v')-*- »(.*)(.v|r) -^ (?.)"($-:> -*■ (0) (^)>X 

(2; — c ) =:s o : si avverta che nel differenziare abbiamo 

considerato z> funzione di x ^y ^ mentre y è anche esso funzio- 
ne di or ; così la differenziale di z 9 rapporto ad ex? e divisa 
per dx^ è 

(f:)-^(0H^)- 

La differenziale prima è soddisfatta da che sono soddisfat* 
te le due differenziali parziali del primo ordine 

« — a H- (g) (2^ — e) = o , j^ — 6 H- (g) (a — e) = o , 

e solo ci rimane da soddisfare alla differenziale seconda > la 

qaale essendo 

y 5 .4. ( -) (s — e) = o, si ridace a questa 

(g)--^'{(fP-^(?-)(g)>'-^<(-v)-^<)(£5)-<- 

(*!)*(f^)\(a — c)ssO: se ora sostituiamo in quest* ul- 
tima equazione il valore di e , e ne ricaviamo quindi il valo- 
re di ^, avremo 
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^ {-^(?.)'"[(f:)-^(E)cg)]'}^('--(f:)--^(g)') 

Conosceremo in questa maniera ed il raggio della sfera tan- 
gente della superficie curva e nel tempo stesso osculatrice di u- 
ua curva disegnata sopra quella superficie . Determinato poi il 
raggio 9 saranno determinate in conseguenza anche le coordinate 
a^byC del centro per mezzo delle formule trovate sopra . 

§. 310. Siccome la proiezione della curva disegnata sopra 
la superficie è arbitraria , proponiamoci di determinarla in tal 
guisa che il valore del raggio h sia un massimo o un minimo. 

L' espressione di h contiene ( j^ ) il cui valore dipende da quel- 
la proiezione: il problema dunque si riduce a trovare per (^) 

una tal funzione di x che renda h massimo o minimo .* 

Eguaglieremo dunque a zero la differenziale di h riguar- 
data come funzione di ( ^ ) ^ ed avremo V equazione necessaria 
per risolvere il problema . Se poi noi osserviamo che 

7i=z (z — c)\/(i-f. (^)* -ì- (-)*), e che in conseguenza 

il massimo o minimo di h^ relativamente a (^) i corrisponde 

al massimo o mìnimo di e > potremo semplificare il calcolo pren- 
dendo la differenziale prima dell' equazione del §. antecedente 

tra e e (£) a riguardo di (^)> ed eguagliando a zero il va- 

lore della differenziale della quantità e* 
In questa guisa avremo 

(ji) (xi)/ (* — <?) = o, la quale combinata con 1* e- 

qnazione medesima da cui è stata dedotta, servirà a determi- 
nale (£)» « e- 



L 
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Infatti moltiplicando T eqaazione (e) trovata -per f-^) e 
sottraendola dall' altra , otteniamo questa equazione più semplice 

che combinata con la ( e ) per eliminare z — e , ci dà per 
(-^) un equazione di questa forma 

A(i^r - B(è) _ e = o , .nella qaale 

risolvendo questa equazione $ avremo 

( g ) = ^^^^^'-^^^^^ , che è ntf equazione differenziale del 

primo ordine in Xjy e (^) i imperocché z è una funzione da- 
ta in a? ^j^ dalla natura della superficie toccata : V integrale com^ 
pleto pertanto conterrà una costante arbitraria ^ e rappresente- 
rà una infinità di curve 9 le quali saranno le proiezioni delle 
linee della massima e minima curvatura di una ^proposta su- 
perficie . 

Per avere adesso il valore del raggio > bascerel;^be sostituire 

il valore di (^) nella di lui espressione > ma si può trovare 
anche cosi : 

Moltiplicata Y eqoazione ( e ) per ( ~ ) > da essa si sottri 



dxdj 



r altra equazione che segae > moltiplicata per ( ^ ) » e dal re- 
sidao ricavandone il valore di z — e » avremo 
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{■^(g)'>(S-')-(g)(g)(£i)-A(£) 

Z e = ^: -ji t; ^^ > 

ove sosdtnendo il valore di (^) e facendo per semplicità 

E= {■ tcf:)')(£-')-{. -(iT}0-(gj(g)(£7,) 



avremo 



Efc>>^(BVM.4AC> g j^^ 



va che il doppio segno del radicale ci dà per h due valori ^ 
massimo 1* uno > minimo T altro * 

Dunque io ciascun punto di una superficie curva sonovi 
due rami che si segano 9 e corrispondono uno alla linea della 
massima curvatura > V altro alla linea della mìnima j e T ango- 
lo con cui si tagliano, dipende dal doppio valore di (^)> il 

quale eguaglia la tangente delf angolo formato con V asse de- 
gli X dalla tangente della proiezione sopra il piano delle x,jf. 
Ora la projezione di questo piano essendo arbitraria, pos- 
siamo determinarla in tal guisa > che esso divenga parallelo al 
piano tangente : allora le due tangenti delle proiezioni diver- 
ranno parallele alle tangenti dei due rami della massima e mi- 
nima cuLvatura ; quindi Y angolo col quale si segano le tangen- 
ti delle proiezioni , eguaglìerà quello , col quale si segano le 
tangenti dei detti due rami . Se dunque indichiamo per a > p i 

due valori di C^)» essendo Y angolo di cui si tratta la diffe- 
renza tra gli angoli ,"che quelle due tangenti fanno con lo stesso 
asse degli x , avremo dalla trigonometria la di lui tarjgente 

_^ ft-/3 ^/ (B*-4-4AC ) 

1 -t- cii3 A — G • 
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Affinchè poi il piano tangente di nna superficie sia paral- 
lelo al piano degli x^y^ conviene che (^) ,(^) siano nulli : 
avremo allora 

~ G s= 0: questa tangeate dunqne sarà infinita. 

Di qui si ricava una bellissima proprietà delle linee del- 
la massima e minima curvatura : tali curve si segano sempre 
ad angolo retto. 

Un' altra singolare proprietà di queste curve è che esse 
sono la sviluppante della loro curva dei centri di curvatura > 
questa essendone la sviluppata ; e che in una superfìcie qua- 
lunque le sole linee della massima e della minima curvatura so* 
no quelle che hanno una sviluppata formata dai raggi di cur« 
vatura . Non ci fermiamo a dimostrare queste proprietà 9 e rì^ 
mandiamo ì Lettori all' Opera citata al §. 302 9 ed all' Appli-- 
dazione delV Analisi alla generazione delle superficie cur* 
ve del G Mooge. 



ILI 



C A P- XIV 



Continuazione dello stesso Soggetto^ 
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come possiamo determinarne i parametri , cade essa abbia un 
contatto di un certo ordine con un* altra .data superficie y rap- 
presentata dall'equazione fioc^y^z)=^o^ nel punto corrispon- 
dente alle coordinate x jy jZ. Diciamo ora qualche cosa di quei 
problemi nei quali si cerca Y equazione di una superficie > la 
quale debbe esser toccata da un* altra con un contatto di un 
certo ordine , e tra gli elementi di questo contatto regnar deb- 
be un dato rapporto . Questi problemi conducono naturalmente 
ad equazioni a differenziali parziali » come ora vedremo . 

Siano ajb^c tre elementi del contatto del primo ordine ^ 
e cerchisi V equazione /*( a? , j^ , z ) = o di una superficie cur- 
va , la quale sarà toccata da un' altra dataci dall' equazione 

-^(P^?»^>^>^i^) = ^ con un contatto di primo ordi- 
ne > essendo tra gli elementi del contatto questa equazione 

Se noi supponiamo data la curva che si cerca > ricavere- 
mo i valori di a j6 ^ e dalle tre equazioni 

'P{xyy^z^ayb^c) = o, 






in funzioni di x^yyZi (t.)ìÌj)ì ^ì modo che sostituendoli 
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in <p( a ) ò , c ) ==:: o 9 ci verrà un^ equazione a differenze par- 
ziali del primo ordine > che sarà 1' equazione dalla qnale di- 
pende il problema ; dovremo dunque integrare siffatta equazio- 
ne , ed il di lei integrale ci darà la superficie j la quale gode 
della voluta proprietà . 

Intanto noi osserviamo che essendovi tre sorte di equazio- 
ni ( §. 285. ) le quali soddisfanno ad un' equazione a differen- 
ziali parziali , o che ne sono gì' integrali , in tre maniere risol- 
ver potremo il problema ^ o ci saranno tre superficie curve ido- 
nee a risolverlo . 

Se la relazione tra gli elementi del contatto voluta dal pro- 
blema > è soltanto tra questi elementi , non trovandosi nelF e- 
quazione uh x ^ ne yy né zì allora ne è assai piiì facile la 
soluzione . 

Infatti sia ^ ( a , & , e ) = o V equazione tra gli elementi 
del contatto ; se ricavando da essa il valore di e in funzio- 
ne di a e di 5 ) si ha e =: Y ( a > 6 ) ^ e sì sostituisce in 
^{oc^yjZ^a^byC) = o^ avremo Y equazione 
F(a7,^,2;,a,ò,Y(a>&)) == o, la quale risolverà il pro- 
blema supponendo a ^ b due costanti arbitrarie qualunque : es^ 
sa infatti soddisfa alla stessa equazione ai difiTerenziali parzia- 
li 9 dalla quale dipende la soluzione del^ quesito . Tale equa- 
zione sarà dunque il di lei integrale completato con due co- 
stanti arbitrarie a 1 ò . 

Ottenuto questo integrale ^ ne ricaveremo un altro comple- 
tato con una funzione arbitraria , e potremo in seguito avere 
una soluzione particolare . 

Se rappresentiamo il primo integrale completo semplicemen- 
te per F ( X , j' , z , a , 6 ) =5 o, si ha ( § 123. ) V integrale 

completato da una funzione arbitraria facendo b =::fiL ^ e pren- 
dendo per a una tal funzione di x^y^z^ che soddisfaccia a 
quest' equazione 



da ^ ^ da ^ ^ df 

r integrale completato dalla funzione arbitraria fa . 
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In generale questo integrale è rappresentata dal sistema 
delle dne equazioni 

'^ risulta dair «limi nazione .della quantità a , 

Per la soluzione 'partiGolare 9 sarà «questa il TÌsoltato jdell' 6- 
limìnazìone di ra e di b per mezzo Ài queste tre teqnaziooi 

(-f- ) ^= o , (~ )= o : egli dunque sarà ia generale il sìstc-^ 

ma di tre -equazioni . Onde averlo ^espresso :da uri* equazione so« 
la 9 conviene ricavare dalle due ultime equazioni i valori «di a 
€ di .& espressi per jx ^y ^z e sostituirli Jiella prima. 

Avremo in ^questa «maniera tre ecjuazioni che risolvono il 
problema , e perciò tre superficie curve diverse - Vedremo i xap- 
porti 'geodietriei che queste hanno tra loro ^ 

§. 312. Ad lina equazione a differenze parziali del primo 
ordine V = o soddisfanno tre equazioni , una contenente due 
costanti arbitrarie 9 V altra contenente unsi finzione arbitraria > 
e la terza non contenente uè costanti uè funzioni ; e supponen- 
do F ( a? 9 jr , 2; 9 a , i ) = -o la . prima di queste 'equazioni , la 
seconda è F ( :r 9 y ^ s^ > a , ^ ) == o > essendo, n una funzione di 
x^y iZ dataci dall' equazione 

prendendo per a > b dne funzioni id> x,)/ìfi dateci dallìé due 
equazioni (£) = o, (g) == o . 

Indichiamo per s^t i valori di 0,6, e «i400 le tre c- 
quazioni suddette 

Tom. IV. 
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. - , 

(i) . . . : . F(«,^,*,a,6 ) =s o, 
(a) . . . . . P(a?,j',2^,s,jf«) =s o, 

La prima è F integrale completato con due costanti arbi- 
trarie > che chiameremo Integrale completo; la seconda è* V io* 
tegrale completato con una funzione arbitraria j^ di ^ ^ ed a 
qnesto daremo il nome di Integrale generale ; e la terza è la 
soluzione particolare. Ciascuna di queste tre equazioni dà per 

^^ P^' (£i ® P®^ ^£^ ^^^ valori che soddisfanno alla mede- 
9iffia equazione Y n: o «^ 

Abbiasi dall' equazione ( t ) 

(^) =3 Y^(x,jr»a,,6);> e f 6q[Qazioa6 (a) ci darà cgual- 
siente 

(^) = y (ar, 7 i *•,/«), gkéeEé la oatoara delia « è ule che 

2 ternnm poitati dalla di I«i variazione si aaoallanp da se me» 

desimi. ^ 

' U equazione (^) ci darà pM 

(^)s=sT(«,^,5,^)> annallaadosi da se medesimi i termi- 
ni portati dalla yartazione di f e di 5. 
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Ora se noi volessiino determinare i coefficienti 41 un pia* 
no tangente ideila snperiicie rappresentata dall'equazione ( i ) nel 
punto corriapondente alle cpordinate x ^y ^ Zt sarebbero questi 

coefficienti altrettante funzioni conosciate di x^y^a^bì ^ì modo 

che «e quel piano fosse capprcsetttato da r ss A «-i* iE[p H* C jf » 
si avrebbe ( §. 3p6. ) 

BfeHa medesima guisa gK elementi j onde il piano fosso 

tangente della «uperfieie jrappresentata dall' agnazione (a) nel 

fmnto oomspondente alle coordinate x ^y ^z^ «arebbero 

A = Y(a? yy , s yfs) -^xY{x,y,8 ,fs) — y^,{x^y^s,fs)^ 

B=^r{x,y,syf8)^ G«y («,jf,«,J&): vale adi- 

re i medesimi clie i ritrovati snperior mente ^ dando allo arbitra^ 

rie a , J i valori « e fs^ 

Dunque di tutte le superfìcie rappresentate dalf integrale 
completo 9 dando ad a^Ò dei valori particolari costanti^ quel« 

la la f^uale corrisponde alla determinazione é = ^ > \ csseu** 

do a = 5 , cioè eguale ad una data funzione delle coordinate 
nel punto del contatto ^ funzione òhe è costante in tutta V e- 

stensione della £nperficie \ ha lo stesso piano tan^nte ael pnn« 

to corrispondente ad x^y ^z ^ ohe la superficie rappresentata 
dair integrale generale: queste due superficie dunque si too-^ 
cano tra loro : dengue la superficie dell' integrale generale sa* 
rà toccata io ciascun punto da una della superficie dell' iute- 
graie completo: da quella cioè per Xz, quale le costanti a^b 
sono, s ^fs 9 vale a dire funzioni determinate delle coordinate 
nel punto del contatto > e le quali come abbiamo detto ^ si man- 
tengono costanti per tutta V estensione della superfìcie toccan- 
te , e solo variano da una superficie toccante air altra . 
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Ora m'a gV infiniti ponti eh© poano considerarsi nella super- 
ficie rappresentata dall' integrale generale F(a;,j',a,s,j^) == o> 
debbono esservene di quei nei qnali ,• per quanto le coordina- 
te x^y^z, siano diverse, la quantità però- s. resterà la medesi- 
Hia ( gli aumenti portati da nna ordinata compensando i decre- 
menti portati dall' altra ) di modo che sopra questa snpcrficie 
dovrà esservi una linea per la quale ri valorer di. * sarà sem- 
pre lo stesso ; dunque per ttitto il tratto di questa linea ,. la su- 
perficie dataci dall' integrale generale , sarà toccata da una del- 
le superficie dateci dair integrale completo % cioè da quella ia 
coi le costanti a^b si fanno s,fs. 

La posizione di questa linea di contatto tra queste due sa- 
perficie , ci è data dall' equazione 

^Ta^'^^dà)^ 7f^ «= o > la quale contiene la: condizione che; et 
si mantenga costante. 

Ma r equazione (g)H-(^)(^)=Or essendo tra le va- 

riabili x ^y yz y esprime ancora essa una snperficie;, dunque Tia- 
tersezione di questa superficie con quelli^ dataci dair equaziona 
P(a: , jr , :& > a >Ja) = 0, ci darà la linea nella quale la super- 
ficie deir iategraljS' generale e quella deir integrale completa si 
toccheranno . 

Punque V integrale completo F(cv > J > 2; , a ,/a) = o ove 

a è costante, ci <Jarà col variarne successivamente il valore ^ 
una infinità di superficie successive, delle quali ciascuna avrà 
una linea di contatto con la superficie rappresentata dall' inte- 
grale generale; ed è facile concepire che queste linee dì con- 
tatto saranno V intersezioni mutue delle medesime superficie , e 
che quindi la superficie rappresentata dall' integrale generale sarà 
essa medesima formata da tutte queste snceessive intersezioni. 
Con lo stessa ragionamento dimostreremo che la superfì- 

eie della soluzione particolare F(ar,y>«>5,3f) = 05 e quel* 

la deir integrale completo F(a?,j^,j5,a,6) =5 o> hanno lo 

stesso piano tangente nel ponto corrispondente alle coordinate 
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x^y^z^ se alle due costanti noi diamo i valori s^ty ì <]nali 
sono funzioni determinate dalle stesse coordinate al punto del 
contatto 9 e si mantengono costanti in tutta V estensione della 
SDperfìcie dell* integrale completo . 

Dunque la superficie della soluzione particolare in qualun- 
que di lei punto > è toccata da una delle superficie deir integra- 
le completo y da quella cioè ove i parametri a > b sono 5 » f - 
Le due superficie si toccheranno in un punto unico > poiché 

le tre superficie rappresentate dalle equazioni F(x,j',2i,a,6j = o, 
(^)==:o> (^)=:o non ponno avere che un solo punto co- 
mune • 

Assegnati poi due valori qualunque ai parametri a^&vsi 
potranno sempre trovare i valori di x yy yZ espressi io a , 6 , 
i quali corrispondono al punta di contatto tra quelle due su- 
perficie ; di modo che la superficie della soluzione particolare 
sarà toccata da tutte le superficie rappresentateci dair integra- 
le completo j dando ad a ,6 dei valori qualunque . Non vi sa- 
rà però che un solo punto di contatto tra la soluzione parti- 
colare ed una delle superficie dell' integrale completo . 

Segue da tutto questo che la superficie dell* integrale par- 
ticolare si potrà riguardare come V intersezione mutua e con- 
tinua di tutte le superficie dell' integrale completo > ottenute col 
far variare successivamente le costanti a^b. 

Ed ecco spiegati i diversi rapporti Geometrici che hanno 
tra loro gli integrali delle equazioni a diiferenziali parziali . 

§. 313. Nel Num*. XVII. dell'Appendice noi abbiamo da- 
ta r equazione delle superficie Cilindriche , deducendola dal- 
la maniera con la quale sono generate : per far alcuna appli- 
cazione delle cose dette sopra > troviamo 1' equazione di que- 
sta famiglia di superficie ^ considerando la proprietà 9 che aver 
debbo no piano che ne sia tangente . 

Rammentiamo la genesi delle superficie Cilindriche ,, Da- 
)> ta nello spazio noa qualtiinque linea retta 9 se c^ immaginia- 
yj mo un' altra retta 9 cui si dà il nome di generatrice 9 la 
99 quale si muova nello spazio 9 restsfbdo però sempre parallela 
99 alla data > e che lasci in questo movimento continua traccia 
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9, del suo passaggio ) verrà a descriversi nna superficie curva > 
,9 6 tutte le superficie generate in questa guisa hanno il nome 
,1 di superficie cilindriche 9> . 

Per poco che si rifletta sopra la natura delle superficie ci- 
lindriche ) si concepirà che un carattere distintivo di esse si è 
,> che nn piano tangente in qualunque punto di ess6> è sempre 
,, parallelo alla retta generatrice 99 . 

Se dunque prendiamo s =: mt y v ^^ nt per le equazioni 
di una retta ( s ^ v ^t sono le coordinate corrispondenti ad 
X ^y ^ z ) che passa per V origine , cui la generatrice esser deb- 
ba parallela 9 anche il piano sarà parallelo ad una tal retta . 

Siano x^yyZ le coordinate del punto del contatto tra il 
piano e la superficie : siano p t 9 » r le coordinate del piano taur 

gente > e la di lui equazione r^=^a^bp^(:^ diverrà 
'•-^ = (l>-*)(g)H-(2~^)(|). 

Il piano di questa equazione sarà parallelo se trasportato 
parallelamente a se stesso sino a passare per V orìgine > coin-^ 
ciderà allora con quella retta data . 

Perchè il piano passi per V origine bisogna che la sua e<- 
quazione sia tale che fatti p = Of 5 = 09 ne venga r = o : 
r equazione dunque diverrà 

r = p(— )-j.g(^): ma dovendo allora questo piano coincir 

dere con la retta 9 dovrà T equazione sussistere se invece di 
r ) p ) g poniamo le coordinate della retta data s ^v ^ti avre<^ 
mo dunque 

t=:^(^)-h^(j)» ove ponendo per « 9 v i respcttivi va- 
lori 9 si avrà 

I z=3 m(~) H- 72 (-^) 9 equazione a differenziali parziali 9 dalV in- 
tegrazione della quale dipende la soluzione del problema . 

Ora osservo che essendo (^) = 6, (^) = C9 il proble- 
ma si ridurrà a questo 99 Trovare nna superfìcie tale 9 che il 
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Il piano tangente in un qualunque sno punto ^ abbia tra i coe£^ 

), Scienti e ) b quest' equazione i = 772Ò h* tzc » essendo esso rap- 

,9 presentato da r =^ a ^bp ^ cq )> . 

Secondo ciò che abbiamo dimostrato al §. 3119 ricaviamo 
da queir equazione di condizione il valore di e > e sostituito 
neir equazione del piano > avremo 

Z:=ia^^bx^ ——y^ che sarà T integrale completo di queir e- 

quazione a differenziali parziali ; così il piano dell' equazione 
qui trovata ^ soddisfa alla questione . 

Per aver Y integrale generale ^ poniamo 6 5= jfa » e qucst' in- 
tegrale si otterrà eliminando a da queste due equazioni 

0= I H-a7(^) — ^(^). 

La seconda di queste equazioni ci mostra che è 
Q z= p( nx — my ) indicando per p una funzione arbitraria 
della quantità tra le parentesi . 

Ridotta poi Fa prima equazione a questa forma 
nz — y =s na ^ {nx — my )fa > si vede che il secondo mem-» 
bro sarà una funzione arbitraria di nx — my ^ ed in conse-» 
gnenza avremo nz — jf=sT(na7 — ^)> equazione che rap- 
presenterà 1* integrale generale di qnella ai differenziali par- 
ziali . 

Non vi h poi solnzione particolare ; cosi il problema è so- 
lo risoluto dalle due superficie espresse da queste equazioni 



nz — ^ =* T( wap — % ) • 

Qoesta secónda equazione si riduce facilmente a quella tro- 
Tata al numero citato dell* Appendice . 

Se noi facciamo Òsssfii le dne equazioni 



12<y MATSMÀTÌCASUSLIMB 

/ 

nz ^^ y =z,Y(nx — my)ì sono tali 

1^ Che la superfìcie rappresentata dalla ^seconda equazione 
è toccata per Y estensione di una linea retta da una delle sn- 
perficie rappresentate dalla prima ^ cioè da uno di quei piani ^ 
da quello cioè che si ba^ dando ad a il valore che soddisfa 
air equazione 

1 -H * (^) — 2^ ( ^) = o , « che si mantiene costante per 

tutta r estensione del piano medesimo • 

2*". Che questa linea di contatto è 1' intersezione dei piani 
rappresentati da queste due equazioni 



o= I -rHir(^) — Z^ (^) y intersezione che facilmente ^i ve- 

de essere sempre parallela alla linea data ^ o alla^ retta ge« 
neratrice . 

3*. Che la superficie espressa dall' integrale completo, cioè 
la superficie cilindrica > è formata dalle successive e continue 
intersezioni , che hanno tra loro i piani datici dall' integrale com- 
pleto facendo variare successivamente il parametro a . 

Tutto questo risulta da quanto abbiamo /detto al §. antece- 
dente . E qui faccio osservare che Y analisi «tessa maraviglio- 
samente ci spiega la genesi della «aperficie cilindriche ; di mo- 
do che avendole dedotte dietro la proprietà del piano tangen- 
te I ricavata ne abbiamo la maniera di descriverle j che è quel- 
la stessa stabilita a principio . 

Kelativamente alle superficie cilindriche , si può ricercare 
r equazione di quella superficie cilindrica ^ che generata da u- 
na retta data di posizione , abbraccia o inviluppa una superfi- 
cie data • 

Per trovare una tale equazione osservo che la superficie 
cilindrica e la data superficie si toccheranno in una Ywesi a dop- 
pia curvatura , che determinate Y equazioni di questa linea i il 
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problema sarà ridotto a trovare una superficie cilindrica. V ^lie 
passa per una data linea à doppia cnrvatìira > é (fuestò^^ 
ma è risoluto celi' Appendice Num*. XVII. 

Sia F{x^y yz) := o V equazione della superficie data : è 

manifesto che questa superficie e la cilindrica avranno lo stes* 
so piano tangente in tutti i punti della linea a doppia curvatu- 
ra poiché ivi si toccano : se dunque ricaviamo dair equazione 

della superficie toccata i valori di (^),(^) e li sostituiamo 
neir equazione difièrenziale delle superficie cilindriclie 
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1 = >^(j^) H- 72( — ), avremo un* equazione in oc^y^z cioè 

jr(a?,^,j5) = o, che apparterrà alla curva del contatto • Ora 

trovandosi questa curva disegnata sopra la superficie data 9 ha 
luogo per essa anche V equazione di quella superficie ; dunque 

F(a?jj^^-z) =0-, f{x^y , z) == o ^ saranno le equazioni che 

determinano la curva a doppia curvatura > per la quale passar 
debbe la superficie cilindrica 9 onde abbracci € tocchi la super* 
iicie data. 

§. 31^4. Da ciò che noi abbiamo detto al §. 312 risulta che 

data una equazione di una superficie curva V{x^y^z^ d^fa ) = o 

nella quale u rappresenta un parametro ed fa è una funzione 
di essO) se supponiamo che a prenda successivamente tutti i va- 
lori possibili da a = 00 sino ad a = — 00 » si avrà una serie 
infinita di superficie :) le quali tutte saranno abbracciate da u- 

na superficie comune ^ la cui equazione è F(x9^>2;,^,^) = 09 
s essendo il valore di <i datoci dall' eauazione ( J) H* (^) X 

ijf) = ^1 ovvero la cui equazione è il risultato dell* elimina- 
zione del parametro a per mezzo delle due equazioni 

(»)■• •••(S)-^(.^)(^)=<'- 

Tom. IV, Q 
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Qaesta superficie ìavìluppante tocca ciascuna delle invilup- 
pate in una linea, che è Y intersezione delle d ne superficie rap- 
presentate da queste doe ultime equazioni ( i ) , (2) . 

Questa curva di contatto è dal Geometra Monge chiama- 
ta la caratteristica della inviluppante ;-«é una tal superficie 
si può riguardare , per dir così 9 come composta delle infinite 
caratteristiche » ciascuna delle quali è la curva del contatto tra 
nn' inviluppata e V inviluppante comune . Se tra le due equa- 

2Ìoni ( I ) f ( a ) si elimina y si ha un' equazione Y(a?,z>a)=30> 

che è la projezione della caratteristica sul piano degli a? > z ; e 

se si elimina x , si ottiene un* equazione^ (j^ ^ z ^ a) ^=s o ^ che 

joe è la proiezione sopra il piano degli y ^z . Dando poi ad a 
differenti valori, si avranno le equazioni delle differenti carat«> 
teristiche , delle quali qui sopra abbiam parlato . 

Se nella curva piana dell' equazione Y(5c,2,a)= o fac- 
ciamo che a prenda successivamente diversi valori y s' avranno 
diverse curve piane 9 le quali con le loro successive intersezio- 
ni formeranno un' altra curva . Questa curva avrà la proprietà 
di toccarle tntte , e sarà l' inviluppante 9 della quale ciascuna 
proiezione è l'inviluppata. Lo stesso dicasi per l'altra equazione 

"^{z ^y ya)=z o . là equazione di una inviluppante si ha eli- 
minando a dall' equazione della inviluppata per mezzo della di 
lei differenziale presa per rapporto ad a. 

Ora siccome due intersezioni corrispondenti alle stesse coor* 
dinate nelle quattro proiezioni di dnc curve a doppia curvata- 
fa > danno un punto d'intersezione di queste due linee; e le 
tangenti di due projezioni sono anche le proiezioni della tan- 
gente della curva a doppia curvatura , quindi è che quelle in- 
tersezioni continue delle projezioni delle caratteristiche , daran- 
no una continuata intersezione delle caratteristiche stesse » dalla 
quale nascerà una curva a doppia curvatura che toccherà tut- 
te le caratteristiche > e sarà la loro inviluppante . Le projezio- 
ai di questa curva poi saranno le due inviluppanti delle, pro^ 
jezioni delle caratteristiche ; così le equazioni della inviluppan- 
te delle caratteristiche saranno 
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Eliminando a tra le dae. prime equazioni , si avrà la prò- 
jezione della inviluppante delle caratteristiche sopra il piano del- 
le X tz; si Avtk V altra projezione facendo lo stesso nelle dae 
ultime equazioni. 

Siccome le equazioni (i)t(a) banno condotto alle altre 
due Y s=3 o , p zss 09 cosi invece delle quattro equazioni qui 
ritrovate , potremo prendere le suddette ( i ) > ( 2 ) > e le loro dif' 
ferenziali relativamente ad a » di modo che scrivendo per mag- 
gior comodo F = o , — =ao invece delle espressioni ( i ) » ( 2 ) 9 

ed osservando che la differenziazione dell* equazione ( i ) pro- 
duce la stessa equazione ( 2 ) , avremo queste tre equazioni 

F = o, i5=o, £? = o,le quali terranno il luogo di quel- 
li* «/« * 

le quattro , e rappresenteranoo la inviluppante delle caratteri- 
stiche . 

Eliminando a tra queste equazioni » si hanno Y e(|uazioni 
dì due superfìcie curve , la cui iotersesìone sarà queir invilup- 
pante . A questa inviluppante, che come abbiam detto, è for- 
mata dalla successiva intersezione delle caratteristiche, le toc- 
ca tutte ed è da tutte toccata, il Geometra Moi^e dà il no- 
me di aréte de reòroussement 9 che vale per noi spigolo dì 
regresso . 

Osserviamo che noli* equazione generale F e=s o si trova 
una funzione jfìi di un parametro a , e dando alla funzione del- 
le forme diverse , si avranno anche delle superfìcie inviluppan- 
ti diverse, delle caratteristiche diverse, e degli spigoli di re- 
gresso diversi . 

Queste diverse quantità hanno respettìvamente delle pro- 
prietà comuni , le quali ci forniscono V equazioni » che gene- 
ralmente le esprimono indipendentemente dalla natura della fun- 
zione fa . Queste equazioni sono alle differenziali parziali . 

Spiegheremo meglio le dottrine di questo §. con V esem- 
pio che segue . 

§. 315. Supponiamo che nel piano degli x^y sìa descrit- 
ta una curva dell* equazione 6 = ^à , a , ò corrispondendo ad 
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cT , j/ . In uà punto di questa curva siavi il centro di una sfe- 
ra di raggio. Zi y e la di lei equazione sarà 

(x: — a y H- ( y —fa f ^{^zk =h\ 

Supponiamo che la sfera continuamente si muova ,• o che 
il suo centra corra lungo la linea segnata nel piana degli x , jr , 
di mudo, che il parametro a prenda successivamente- diversi va- 
lori ; il centro, si troverà in diversi punti di quella curva pia- 
na , e tutte le sfere auderanno successivamente intersecandosi , 
e coni|»oirranno. un canale che le invilupperà o toccherà tutte . 
L* equazione di questa superficie inviluppante, la sfere sarà 

( aj — ^ y '^.{y — J^ )* H- z* = h^ % essendo s nna funzione 

di XjyyZr cui è eguale, il valore di a ricavata da q^uesta c- 

q^uazione 

(x ~ a) H- iy ~^Ì^) (^) = o » ovverà essa fe^ il risultato 

• é 

della, eliminazione di a per mezza di queste due equazioni 
(a) ...:.(«—- ay .^ {y — jTa) (^Ì — o >. 



Il sistema di queste due equa'zionj esprimer tutte le super- 
ficie curve sottomesse a questa generazione , ma non si può a- 
vere V equazione ài una superficie particolare , senza determi- 
nare la forma particolare- della funzione jfh. Né ciò- .potrebbe 
essei'e di versamenre .. 

Se nelle equazioni ( i ) , (2). non si riguarda^ piii a còme 
una indeterminata che debba sparire con 1' eliminazione , ma 
come una costante. che debbe rimanere, di modo che le due 
equazioni {i)\{i) non, siano- più: riducibili ad una sola, es- 
se allora determinano- la natura e Ta posizione dèlia caratte- 
ristica. 

L' equazione ( 2) h quella di una retta normale alla cur- 
va dell' equazione h=^jà nel punto ove trovasi il centro del- 
la sfera : essa rappresenta anche nn piano- perpendicolare a quel- 
lo degli Àr,^, e che passa, per la siitìtìetta normale. La ca- 
ratteii^stica dunque è un circolo maèsitoo delia sfera gétleratrice , 
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eJ è in tn piano perpendicolare a quello^ degli x ^y . IX cana-- 
Te pertanto' inviluppante quelle infinite sfere , tocca ciascuna di 
esse in- una- linea di contatto ^ che è un circolo massimo* del- 
la sfera >, ed: il cui piano- è' perpendicolare alla curva dell* e- 
cjuazione b =^Ja r !*• quale curva puà^ riguardarsi come V asse 
curvili neo> dell' inviluppante medesima \ 

Indichiatoa^ per (3) T equazione che nasce dalla differen- 
ziale della ( 2 ) riguardo ad' a*. Se nelle tre equazioni ( i ) , ( 2 ) » 
(3) si elimina a > riguardata come una indeterminata' il valo- 
re della- quale è indiflferente ( eliminazione la^ quale non può 
eseguirsi che nei casi, particolari ) r si avranno in x »y , z due 
equazioni ,. che* saranno quelle dello' spigolo di regresso. Fin- 
ché la forma- della funzione jf rimane arbirraria , il sistema di 
quelle tre equazioni rappresenterà lo- spigolo di regresso . ^ 

Ed ecco» come* data' T equazione della sfera generatrice ^ 
abbiamo trovate* le equazionr della inviluppante y della- caratte- 
ristica , e dello- spigolo- di regresso . Queste equazioni^ conten- 
gono la: funzione* arbitraria > da cui dipènde il viaggio del cen- 
tro della» sfera: generatrice v sopra la qual funzione nullà^ abbia- 
mo pronunziato. Queste equazioni sono generali per tutte le cur- 
ve sottomesse alla^ medesima* generazione . 

§. 316: Se ora fosse proposto di ritrovare Inequazioni del- 
le superficie dei* canali ^ di cui» T asse è una- curva- qualunque 
piana ed orizzontale 9 e di cui le sezioni perpendicolari a quest'as- 
se sono, circoli' dii raggio costante v facilmente si concepisce che 
le dimandate* equazionr sono quelle delle inviluppanti un nume-- 
ro- infinito- di sfere , dèlie* quali abbiamo qui sopra parlato^. 

Noi le {ìbbiamo ritrovate considerando il movimento della^ 
sfera generatrice. Cerchiamo ora T equazioni di. siffatti canali 
per altra^ via'. 

Li superficie che qui bonsiclenamo* iessendò T invlliippan- 
te di una serie di sfere del medesimo raggiò , è chiaro che il 
suo* piano tangente si confonde* coV pian tangente della sfera in- 
viluppata v che la tocca nel medesimo* punto . 

Qualunque- poi 'sia^ là curva^ che forma T assev T angolo» 
che il pian^ tangente della superficie fa coir orizzontale per uà 
punto dii contatto preso ad uua certa altezza^debbe dunque es- 
sere eguale a quello che fa col miedesimo- piano orizzontale il 
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piano tangente ad una delle sfere inviluppate per un punto dì 
contatto preso alla stessa altezza : ora V «(^aziono del piano tan< 
gente essendo ( §. 306 ) 

r= a -a;(g)-jf(g)H.(£)pH-(g)2,il coseno dell'àn- 

golo che questo piano fa col piano orizzontale è ( Appendice 
Naal^ V ) 

€05 =5 -jj ^^ ^^ . j di più essendo h il raggio co- 

stante delle sfere inviluppate > ed a j & essendo le coordinate 
qualunque del centro di una di queste ^fere > V equazione del- 
la superficie di questa sfera > sarà 

Ricavando ora da questa equazione i valori di ( — ) e di 

( -^ ) per sostituirgli nell* espressione del coseno dell* angolo , che 

il piano tangente di questa sfera fa col piano orizzontale, si 
troverà 

cos = -7-: ^- r s= ~ : dunque eguaglian- 

do i valori di questi due coseni » nei quali z è la stessa in 
ambedue , poiché i punti di contatto sono presi alla medesima 
altezza, avremo 

(<i) ^' { » -♦• (S)* ^ (?)'} = ^ » P*"^ ^* equazione 

generale delle superficie che esaminiamo. 

£ qui osservo che quest'equazione a diiferenze parziali > 
ha per integrale completo la medesima equazione della sfera 

{x — ay ^{y — by ^z* =ih* ^ e per integrale generale 

il sistema delle equazioni (1)1(2) del §. antecedente < 
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Si vede dniiqae che la superficie dei canali a sezione cir- 
colare è espressa da una sola equazione a differenze parziali > 
ovvero dal sistema delle due equazioni (1)9(2) senza diffe^ 
renziali • 

La caratteristica della superficie 9 cioè k cnrva di contat- 
to di questa superficie inviluppante con ciascuna delle invilup* 
paté» è in questo caso la linea della massima pendenza della 
superficie , ovvero 9 ciò che è lo stresso y di tutte le curve cho 
sono sopra la superficie e passano per lo stesso punto » essa è 
quella la cui tangente iu quel punto fa il massimo angolo col 
piano orizzontale . 

La tangente di questa curva è dunque perpeudìcolare alT o* 
ri^zontale condotta nel piano tangente ; ed infine la projezione 
orizzontale di questa tangente è perpendicohrre alla traccia o-^ 
rìzzontale del pian tangente . Ora <x: yy yZ essendo le coordinar 
te del punto della caratteristica , che è anche il punto del con- 
tatto del piano tangente % V eq^uazione della proiezione orizzon- 
tale della tangente è 

q — jf r= (p — x) (^) essendo jp>gr le coordinate della me- 
desima . 

L' eqnazìone delTa traccia orizzontale del pian tangente. > 
e deir intersezione di esso col piano degli or » ^ >. è 

Ora dovendo (jueote due linee segarsi ad augolo retto 9 je 
aggiungiamo il prodotto dei coefficienti di p a quello del coef- 
ficienti di q j la somma ( Appendice Num*. L ) dovrà essere nul- 
la ; dunque Y eqnazìone della proiezione orizzontale della linea 
della massima pendenza è 

Le due equaziom danqoo dells earatteristica saranno 

(«) ^•{'►*-(gr-^(g)'}=&*. 



(*> (^)(B)-(^)=»r 
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Lo «Spigolo di regresso della snperHcie tocca in ciascuno 
dei sool punti una delle caratteristiche : le due curve «avranno 
dunque una tangente comune ", adunque Ja tangente del^o spigo^ 
lo di regresso per ^un punto di rcontatto, preso ;ad una certa al- 
tezza 9 fa col piano orizzontale lo stesso angolo che la itangen- 
te della fca ratte ri stica 9 per un punto di contatto preso alla me^ 
desima «altezza.. Ora x^y^z essendo le coordinate «del punto 
del contatto preso sopra lo spigolo di regresso^ Ja tangente di 
questo spigolo Ja ^col piano orizzontale .un .angolo i il coseno del 
quale è 

x:os = —7-: — 5=—; — — — r- — ^ f considerando v j z come funzio- 

ni di X dateci dalle pràjezìonx ideilo spìgolo di regresso « 

Di pili la tangente condotta .ad un punto «di un circolo 
verticale ad una .altezza z , fa col piano .orizzontale un ango- 
lo il di cui coseno è 

COS = Y > indicando per h il raggio »del circolo j dunque V e- 
quazione dello spigolo di regresso ;sai*à 

-—r . .^ = -r- , ovvero 



(e) . .... z\{ dxr^ dy ^ dz" ) =>h*(dx* ^dy*)f 
dy , dz tenendo 3nogo ^i (£) ^ » C^) <?« • 

^ Si vede .dunque che la snpcrficie inviluppante -è espressa 
da una sola equazione ( a ) a differenze parziali ^ che la carat- 
teristica è -espressa ;dal sistema di due equazioni j(a)i(6), la 
prima a differenze parziali , .e la seconda a differenze parziali 
e differenziali iordinarj ; <e lo spigolo di regresso è espresso per 
una sola equazione a differenze .oixlioarìe^ 

Integrata la prima equazione^ si ha. 2; dato per x,y^^e 
.questo valore differenziato rapporto ad a? e ad ^ -e sostituito nella 
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seconda ci dà noa vera equazione a differenze ordinarie in se > ^ « 
Questa integrata > sì trova il valore di y espresso per « > « qnin* 
di quello di z egnalmente espresso per et. 

Per concepire come la sola equazione (e) -serve a defini- 
re lo spìgolo di regresso» osservo che essa ci dà questa pro^ 
porzione 

V{ > H. (J^) -^ (^)> : V{ ■ -f (^)> - fc = » >« "P»!»"! <»i- 

ce che Io spìgolo dì regresso debb^ essere una curva nella qaa* 
^le abbia luogo questa proprietà . 

Ora se dopo aver descritto sopra un piano verticale qua- 
lunque la circonferenza d* un circolo di raggio Ji y col centro 
nella orizsontale ^ «i piega questo piano sopra la superficie di 
nn cilindro circolare a base qualunque, la curva a doppia cur- 
vatura che formerà la circonferenza di quel cìrcolo > avrà l^ 
la proprietà contenuta nella proporzione sopra «spressa : • a**, que- 
sta curva sarà la sola che goder possa di questa proprietà : dun- 
que essa sarà lo spigolo di regresso del qu^e parliamo > e la 
sola equazione (e) basterà a determinarlo « 

4^. 517- Si potrebbe proporre il problema con maggior ge- 
neralità : cercare cioè T ©qaazione della superficie curva > che 
abbraccia o inviluppa una serie dì sfere variabili di lafgio) i 
centri delle quali sono distribuiti sopra tina curva qualunque ^ 

Senza trattenersi ad esaminare eli accidenti tutti' di siffat- 
fé superiìciie > faremo osservare 9 che se oeir equazione getnerafle 
di una sfera 

.(* — il)* M- (^ — J)* M- [z — c)* == ^* supponiamo le 

."toordinate del centro funzioni qualonqne indeterminate «lei xig' 
jgio , se facciamo cipè 

-à.^=fh', brsctfh^ C'OB^hy avreoio V equazione della sfera 
^generatrice 

{is^fhy ^{y — ^;^)*H-(a — Yjt)'^^*; V equazione 
della snperificìe inviluppante sarà 
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(a? — j^ )* H- (^ -i- ^« )' •+ ( « — Ys )* = A* , essendo « a- 
goale ad A funziona di oc ^y ^ z dataci dall' equazione 

( * ~-/^) (£) -*- (^ - ^'ft) (g) -t- (a - ^^) (S) = - h: 

]a caratteristica poi è 1' intersezione delle dne superficie rap** 
presentate da qnest* equazioni 

differenziando quest'ultima equazione relativamente ad h^ avre- 
mo il sistema delle tre equazioni , che rappresenta lo spigolo 
di regresso . 

Non ci estendiamo di più sopra V applicazioni di questa 
dottrina > la .quale riguarda la generazione delle superficie cur- 
ve 9 e la maniera di trovarne le equazioni 9 sia deducendole dal 
moda con cui sono generate 9 sia dalle di loro proprietà . Ci 
basti di esserci assai inoltrati io essa > onde non abbiano diffi- 
coltà i nostri Lettori per progredire innanzi . A tale oggetto 
noi li consigliamo a leggere Y Opera del Sig. Monge citata su- 
periormente (§• 310)9 la quale è una delle poche originali o- 
pere 9 che siansi pubblicate nella fine dello scorso secolo . 

§. 3 18. Nelle superficie ha luogo la ricerca dei massimi e 
dei minimi come, nelle curve: si può 9 per esempio 9 dimandare 
quali esser debbono i valori di due coordinate oc ^y ^ onde V or- 
dinata z funzione di esse sia massima o minima . Non ce ne 
occuperemo 9 imperocché siffatti problemi dipendono dalla teo- 
rìa generale dei massimi e minimi delle funzioni a più varia- 
bili 9 teorìa da noi estesamente sviluppata nel Gap. IV. Solo 
faremo osservare che V ordinata z di una superficie è massima 
o minima nel punto in cui il piano tangente è parallelo a quel- 
lo degra:9j^: questa condizione è adempita se si fa (^) = o> 
(^) =2 o 9 e tali equazioni determinano i valori di a; e di jf, 

cui corrisponde V ordinata z massima o minima : ciò combina 
precisamente con quanto è dimostrato nel luogo citato qui sopra . 



V 
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$. 319. Terminiamo queste applicazioni del calcolo, di ffe^ 
renziale alla Geometrìa con parlare della cnbatnra dei solidi ^ 
e della quadratura delle superficie • 

Sia NML la base di nn solido LI^EFM nel piano degli „ 
x^y^ Sia PM=^, AP = a?» MF = 2;. Indichiamo per 
^(^9>) fotizione di a;,>r la solidità di questo solido ^ di mo« 
do che sìa F(x,>) = LNEFM. 

Supponiamo che x diventi a? H* <o , essendo w = Pp > ed 
allora la fetta di solido MLEFoìmSH sarà = F(a?H-co>jf) — 

Se neir espressione di questa fetta di solido 9 supponiamo 
che y divenga ^ h* • » essendo mh = d , avremo la solidità del- 
la porzione M/zAiTiojrF = F(a: -<• w ,;^-4^a) - F(a?-4- w ,jr) - 

Ora se noi sviluppiamo queste funzioni in serie, si avràf 
rappresentando per P quella porzione di solido , 



^»F 



P = (3od(^^) H- T; la quantità T significa il complesso dei 

termini , che uniti al primo compongono V espressione di P , e 
questa è della terza dimensione relativamente alle quantità u),$. 
Ora se noi supponiamo che in quella porzione P non ca- 
dano né massimi né minimi 9 ciò che si può 9 essendo arbitra- 
ria la posizione del punto M del solido 9 ed arbitrarie le gran- 
dezze degli aumenti (09^90 facile vedere che quando si rap- 
presentino per z 9 z" la maggiore e la minore delle quattro or- 
dinate MF y nr y hq ^ mo j il solido P sarà minore sempre di 
0062;' 9 e maggiore di bò^z\ Ma z è una funzione di x^yi co- 
sì rappresentandola péry'(a?,^), quelle quatfro ordinate saranno 
fi^^y)y /(^)J^H-fl)i f{x^fjò,y^i)y f{x^òò,y). 
Se dunque la seconda e la terza per esempio 9 sono quelle da 
noi chiamate z' 9 z' 9 avremo sempre 

P < w«f(a?9^ H- 0)) P > wdjf(« -h W.9J/ -K*)> ed in con- 
seguenza ^ 



\ 
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ovvero 

tùa(^)-+T<wea Hr w^V, Qv« i termini tpOS» w4V ,T 

sono quantità della terza dimensione relativamente ad (*, fr. 

La diCeie&za dosqne tra i doe prismi sarà sempre mag- 
eiere della differenza tra il solido P ed ano di essi . Daetpe 



«)« .f S _ V J > wfl (i£j) — a } H- T — ««3 : acciò sussi- 

sta sempre cpjcsto rapporto, comunciue piccoli possano precider- 
si u e 9 > bisogna ebe sìsl 

Por cibare dunque un solido qualunque » conviene pren- 
dfrei r integrale doppio della qu^utità zdtxid,yy in cui z è una 
finzione «onosciuta di « » j' . Rigoardo a siffatte integrazioni ed 
aUa maniera di completarle ^ io rimando i miei Lettori al Capi- 
tola VI, ove ne aibbiaoio estesamente parlato. 

OssenriaiBio obe •oii«deraoa0 % solido come una fanzion» 
di « t jf » » , si b» 
(_^^) = I , € quindi F =sf*dxdyd7i: eotì la solidità P è 

sempre eguale all' integrala triplo dell* espressione differenziale 

dacdytdZ' 

§. 330. Cercbiamo la misura della superfìcie curva di on 

qualunque solido. 

K principio ricevuto da tutti i Geometri e d*altr;ende è 
per se evidente, che di dtie cttrv« do»t« àei medesimi hmitu 
e che rivolgono la concavità dalla medesima parte > e, Sfimgt» 



]?ogr =5 Old (~ ) H? S % essendaSana qpautità della terza di- 
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flMggiM» ^aella eh» cofiiprendb entro* di se 1^' altra. Ora iodi- 5 

chiama al solito^ per F{x^,y) respressìoae della soperfìeie da ^'^S- ^ 
noi cercata ,, e se consideriamo, nelfa Fig. 7 la porzione P del 
solido ^ del quale- abbìam parlato^ al § antecedente r e che fa 
parte della Fig. 6 y compresdereqiO' facilmente che an: ragiona- 
mentO; simile^ al già fatto per la solidità y ci darà la. porzione 
della soperficio; 

memioQO* relativamente- alle w> 6 .. 

Ora dal punta F si conduca il piano? FBGD tangente del4 

la curva ia F ,. e che incontri le ordinate prolungfite ia !P ,,C ^D, 

e così formi il quadrilatera FB.CD*, Sì conducana le- rctte^ Fof 

ogr, gr^rP^Fj», onde si formino, i due triiaingoli Fog, Fry 

al disotto della superficie.. Gooaideriama anche il triangolo. FrDt, 

e quello FoB.. 

Fiugiama che si abbiano» altr& tv» ^rziont; di solida ^va-^ 
li ia tatto e per tutto^* a quella disegnata nella Fig^ 7 ^ nelle 
quali siansi condotti i respettivi piauL tangenti e le: respettiva: 
linee come nella prim^ . Si dispoingana q4ie8tii qoattra solidi io 

moda che* le- faccia; eguali e- sijmìi ìriBCh^JiC-P^ ^ splidoi 
a solida si combacino tra loroV e non h diflicile' a concepire 
che in questa operaziono le quattro superficie curve,, come Frgo, 
fÌ3a*meranna uua volta la cui superficie sarà quadrupla di Forj* 
SottOi a questa volta ve* ne- sarà un*^ altra composta di otto trir 
angoli ,. quattro^ dei quali saranno eguali ad Fo^j e quattro ad. 
Fjr; queste due volte avrauna i aiedfisÌ9ii terminii* 

Sopra la:^ volta formata d^ qt^Ile- quattra porzioni di su- 
perficie curve , ve ne: sarà un^ altra formata da quattro, trape- 
zi come FDCB, e da otto triangoli come FoB,FrD. Que* 

sta volta egualmento che le altre doe avrà i. termini medesimi 
di esse. Ora, secondo il principia qui- sopra ^abilito ,. questa 
ultima volta sarà maggiore della volta fatta dalle superficie cur- 
ve > e questa di quella sottoposta fatta dagli otto triangoli * Le 
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Vie '^ 1°^^® !^Ttì daaqne «di qaeste tre volte avranno tra loro $li 
^' ^ stessi rapporti , così sarà 

trla^g. Frgr -f- trìang. Vqo < «zqtejfict^ Frqoi 

sup.^rqo < trìang^'B tD ^{- trapez. FDCB ^triang. FoB- 

Esprimiamo analìtìcameote questi rapporti. 

Il trapezio FDCB eguaglia la proiezione M/tzZlì^ = (0 1 
divisa pel coseno della inclinazione del piano tangente » in cui 
si trova il trapezio 9 còl piano degli cs ^y: questo coseno è 



; dunque 



FDCB = «flV{i H- (2)*-*-(è')7- 



TI triangolo FoB = oB . ?1? = {mh-^mo^. 






T{»-»-"(f:)-»«>>=7{-T(j?)-*-«c.>=«'RM.P, 

ove ìR esprìme ciò che debbe moltiplicare wS e P il oomples- 
^6 di quei termini che seguono. 

Il triangolo FrD == fR' h- F; dnnque 

FDCB H-FrDH- FoB = wdV'{i H- (2)*H-(g )'}-!- T, 

•essendo T una quantità composta di termini di «dimensioni 4nag> 
^iori della seconda relativamente alle hì^6 . 
lifel triangolo Vqo^ si lia 

(Fo)' = (Mot)'^ (oto — MFf , 

(og )* = ( otA )* "^ {hq — Jwo)*» 

(Fg)' = (Mot)' -ì- (mA>* H- {hq — MF)% 



ora M/72 = « , ra^ =r d > too = a *{- w (— ) h- ec •» 



uS \ . A / £ 



àg = j5 H- w (g) -h ^ (j-) -*- ec. , MP =a a^ dunque 
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(Fo)' = «-{iH-(g)')-»-E» ^'•sr 

(Fj)' = (a« H. fl- H- {w(g) -+ fl(|)}*-hH% ove H,H',H" 

sono quantità di una dimensione pia alta della seconda relatir* 
ramente agli aumenti od > 6^. 

Ora r area del triangolo F'go si sa che è* 

Ì-V{4(Fq>-.(02)* :-((Fo)\h. ('ogr-(F2rr}: sosti^ 

tuendò dunque m quest*^ espressione i valori che noi abbiamo 
trovati per Fo.iO^vFg.» trovjeremo. una. quantità di questa 
forma. 

Sé questa espressione si sviluppa in serie y è facile vedere » 
che avrema 

Fog == !ij V{ i ^. (£)' -*• C^)'} -^ O t. ove O indica, ana 



quantità di dimensione maggiore' della seconda relativamente 
ad (0 , 9 . 

Nella stessa' guisa rroveremo* 

Frj, = "^ V{ > -i-(S)- H. (gy > -*. O^ di modo 
Fog ^ Frgv = «ftV{ r h- (£)* M- (f )'} H- O h- O'. 

_ i 

Per la nat-ara' danque delle superficie carve > dovrà esse- 
re sempre 
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to« V{i H.4:r*ì. (gr) H. !'>'«• (j^)H-S; ovvero 

T - O - 0' > tofl [ V{ I H- (|:r -4- (|*/} - <£f^.)] ^ 

T — S » ove II primo termine del rapporto è composto di quan- 
tità ^di dimensioni maggiori della seconda . 

'Ma siccome non annullandosi il coefficiente ^i ìoO 9 ^ì "po* 
trebberò determinare gli aumenti in tal modo che tjnesto rap- 
porto non ^sussistesse ^ ciò che è contrario al t^arsrttete indispen** 
sabile delle superficie tmrve oootenoto 'Beir«BtHickito |irÌQcipio> 
dunque è gioco -forza t^he ^h 



*(«.>) =//V { • ~Ks)"-<- (*)') «^^ 



dosi per avere la superficie ili un solido t]ualunque ^ con* 
viene prendere V integrai^ ^doppio di t|uesta difìèrenziale 

'Gli esempj schiariranno 'questa ^eoiia . 

'§. ;32 1 . Si rammenti qui ciò che abbiamo ai $$. 1 76 e $eg. 
telativam«nte agli integrali 'doppj ; anzi -saia >bene -che i nostri 
Lettori rileggano tntte qnelle dottrine . 

"Supponiamo che JBAC3 sia il piano degli »,jy x)rìz2on- 
^5* tale ; A T origine «delle coordinate ; AB 1' asse -degli ai? ; AG 
-quello -degli y. Gol raggio AE^acs'a sia descritto il 'quarto di 
circolo EGF", sul 'quale si appoggi una quarta pane di semi- 
sfera > e cerchiamo la solidità 'di questa porzione di ifera . 

Xia -solidità TÌcfcrcattt sarà ^ s=: f^dxdydz , 'Sì faccia" la- pri- 
ma integrazione irelativaraente * ì>, =e «i «avrà V t^.f^addcdy* 
Ora conviene porre per z il suo valore in ^,\y dalo dall' «- 
"quazioue "della «uperfioie -sferica ) far ^ioè 



/ 
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z =a <v/(a* -— o?* •«y) ) onde la solidità si estenda sino alla p.^ 
snperiìcìe jnedesima » ed avremo 

Noi .abbiamo sviluppato questo integrale doppio al §. cita* 
XO ì ed abbiom ^trovato 

Determiniamo ora la .costante G per jnodo» .che la solidi^ 
svanisca quando a?=^o, e si avrà .Gs=o; se poi ivogliamo 

.estendere T integrale sino ,ad oc = a , .avremo JP .= ^<t* t ^ 
.tale sarà la solidità di un qnarto di semi-sfera, da .ooi si li- 

i 

caverà qnella della intiera sfera = ^ aV. 

Sapponìamo ,ora .che non si voglia già Trottava ?parte vdcl- 
la sfera V ma soltanto quella porzione » «che si .appoggia ^alla La* 
se rettangolare filK A . _ 

Rappresentata .egualmente la solidità jper 

P = fdxfy/{a^ — X* '-^y^ydy > si ha per .una prima inte- 

grazione 

Ora facendo AK = e, AH :=/, lestendiamo «quest'inte- 
grale da jf = o ad ^ =/, ed avremo 



% 



Are. sen ^^/__^.^ . Dunque 



Tom, IK 
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J.y( a* — a?' ) Are. sen ^ /_ ^ — ) • da? 1 e quest' integrale do- 
vrà prendersi tra i limiti a? = o , « = e - 

L' integrale del primo termine del secondo memluro si ha 

subito : esso è 
Are. sen. 



V(«*-/*)' 
Rìgaardo all' altro termine osserro , che essendo 

d Are sen ^ =s ^'''* ^ — t-» » à avrà facendo 

r integrazióne per parti > 

/( a* ~ ** ) dx Are. sen ;jj^rpr^ == ( a»« - | *» )X 

Are. sen ^^^.^^ T) — //(v -«•)%/(«' -/*-»•) * 
Per integrare quest' ultima > si avverta che 

ponendo 

/ » ( <**' - § ** -<• o^/) <^^ . cediamo se possiamo determinare m 
in tal modo che sia a*»' — 4" ** ^ "^°f <^»^sibile per a* — * : 

3 

Ora ciò succede facendo w « — ^ , e si ha il quozien- 
te — '** - *' ; dorique 

3 



\ 
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E poi 

^(^« -/*-;,«) ~ 7 ( sa — / ) Ave. sen ^^/^j r-^ H- 
■1 a?v^(a' —/• — ^•) , 6 perciò 

:5-(^^' -*-/*) ^^- se/2 vu^/T) ~ i «</(a* -/•-«*); 

sarà pertanto 

,■■>.'■ 

/(a* ~ a?*3 da;^rc. sen ^^^/_^^^ = (a a — j*') Jrc.senX 

r )^m. ^« _.^^-> H- i./r ^/(fl« _/• _ a?'). 

La solidità dunque della porzione sferica che si appoggi» 
al rettangolo AHIK si avrà facendo a? s= e ; sarà * 

P = 7.e/v'(a* - e' -/») H- i-/(a' -/•) ^rt?,se/z X 
VlT^M -^ i-e(3a"-e')^7r. w«-^^-^- i.a\^rc.5e/2X 

— efy{a* •— «• — /*), la quale espressione « riduce co- 
me segue 
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^' ^S' j^yc. sen -— ^— _ H- 4^ e ( 3a' — . e' ) Are. sen 



V(tf*--/*) * 6 ^^ ^ V(tf*-**) 



— q^Atc. sen ——- — ^ 



3 V(«*-^*)t^*-/*) 

j% Se il termine I del rettangola si prolungasse sino alla pe- 

riferia 1 onde si avesse, e* H-/* = 0.%. il primot termine di, P 
svanisce i e. gli. altri tre archi, circolari: divengona di 90* ». ov- 
vero — i sarà allora. 

P= »(±QVH--aT— 4-e* — 4/' — -^a*)»> ovvero cs- 

a ^ 3. a. -^ 6. 6y 3, ^ 

sencìo /= v^ ( a* — e' ) ,. 

Questo, solido, diviene un. massimo se /*"= * '^ IT» ' ^ ^^' 
ha allora 
p =s ^*(5--8/aj j^^ solidità deir ottava: parte della, sfera è 

— a* ; eoa il nostro; solido ^ starà, airottavai parte* della sferit co- 

6 

jue 5 — av/a.:aVa.. 

Se il punto» t noni pervenga, alla periferia, e sia / = é ,. 

avremo 

P = J. cV(a*— aecXH* Y e (30! — e') Arc.sen ^^J_^,^ — 

— éArc. sen -~i. ^ onde se prenderema per e tal: quanti- 
3 *' — * 

tà che stia 

Are. sen - ^ - '^^i. : Are sen~-;^_i : a' ; e (sa* — e*) , il soli- 
do P sarà espresso algehraicamente . 

§. 32a. Cerchiamo ora il solido, che si- appoggia, ad. una 
ijualunque base STPV, ed indichiamo al" solito per P la so- 
lidità . Avremo 
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P r=.fffdxdydz,=^ffzdxdy^fdxf{a^ - ^* - f)dy, p.^ 

estendendo le integrazioni tra i limiti dell' x e ùtWy . 
Una. prima integrazione ci da al solito^ 

Are. sen — ^ — r; » supponiamo che la natura: della, curva 

che^ forma la base del solido , ci dia per gli estremi valori 
deir y y y =r NV == r> y =^ MT = 5 > ed allora V integrale ^ 
ottenuto y esteso tra questi limiti > sarà. 

-^ {rV{a' — x'-. r* ) •+ ( a" ~ x*) Are. sen ^^/_ -^ — 



Questi valori di y ponno essere^ funzioni di re; così la so- 
lidità cercata sarà l'integrale di quest^ ultima espressione mol- 
tiplicata per dx esteso: tra i valori: estremi della: x y cioè tra 
acL = AL y ed X z=s AO . 

Quando si fosso- cercato il solido che si appoggia sopra la 
base- ARDQ,- dorremmo- allora- porre nell* espressione supe- 
riore 3^ = 5 == o ^ j/; = r =^ AR > e; sii avrebbe- 

dovremo poi estendere quest* integrale da* a; = o sino ad a? =3 
AQ . S' avverta che r è una- funzione di x data dalla natura 
della curva RDQ . E. qui supponendo incognita la relazione 
tra a? ed r > si potrebbe cercare- quella che- rende esprimibile 
algebraicamente il solido che si appoggia sopra la base A RDQ. 
Noi però non ce ne occuperemo . 

Se attentamente noi consideriamo le determinazioni degli 
integrali date qui sopra > vedremo che i valori estremi della x 
sono presi in tal modo i che se la curva della base rientra in 



\ 
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Fig. se -Stessa i mio è massimo e Y altro mÌDimcf • Questi ^oc vs- 
nIofì si ritrovano se si eguagli azero ( j^) secondo il metodo or- 
dinario , considerando x come una funzione di r . 

Quando poi la base non è terminata da tif|à sola linea cur- 
va 9 ma da una qualunque porzione RDQ9 la cui base AQ 
sìa la massima 9 a'IIora il minor valore tli ave zero, ed il mag- 
giore è AQ ; 'e questi sono i limiti tra i quali estender si deb- 
be la seconda integrazione: i limiti poi riguardo alla prima 9 so- 
no i termini dell'ordinata r della curva RDQ9 il minor dei 
^uali è zero . 

'Data vdunque una qualunque base 9 bisogna -esaminare scru- 
polosamente la di lei figura 9 onde assegnarne per ogni verso i 
termini , per quindi estendere le integrazioni tra i Hmki che si 
conviene . Simili indagini debbono farsi per qualunque integra- 
le doppio o triplo ec. che ci venisse proposto . 

§ 3^3 Facciamo qualche esempio per la misura delle su- 
perficie curve. 

q Si cerchi la superficie delf ottava parte di una sfora 9 la 

quale ricopre il quadrante AEGF. 

Indicando per P questa superficie .9 si ha la formala 

Poniamovi s = V' ( a* — «' — y* ) * ^^ avremo « 

Se noi supponiamo x costante ) sì bs. 
f-—-—^~ — TT = ^rc. sen -rr-^ — ^ . 

Qncst* integrale esteso daj' s=s o sino ad j^«3 v'^a' — jc'; , 
diviene 
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r *J^-^ ^ Arc^ sen ^f^=i^= ^rr: «e/z i = ^. Si Ha "^^S- 
dBtiqne 

P = —fdx =5 — , estendendo questo secondò integrale da * =? o 

sino ad x z= a. 

La saperficie déir intiera sfera sarà dunque 8P = ^rar ,. 
cioè egnale a quattro circoli genitori come si sa. 

Proponiamoci ora la soluzione di un celebre Problèma co- 
nosciuto sotto il nome di Problema Fiorentino . 

Consiste questo nell' ,, assegnare geometricamente in una 
ij snperficie sferica una tal porzione che possa, esprimersi al* 
jy gebraicamente yy. 

La* porzione di sfera sia quella c&e copre la base ARDQr g 
e si cerchi la natura della curva RDQ . 

Facendo Ag = x , ^U ^= y y ed indicando al solito per 
P la* superficie che copre la. base A-^UR 9 avremo 

P s=f r ^'^^_^ , , e dopo una prima integrazione 
P = afdoo . Are. sen 



^/(»»-»»). 



« 

E' questa V espressione di qnelTa porzione di sfera , la qua- 
le copre r area indefinita Ag^ÙH; tutta* la difficoltà dunque 

è ridòtta a trovare tra x^y uua tate equazione algebraica, che 
la porzione della superficie sferica corrispondente all' intiera 
area , sia esprimibile algebraicamente . 

Sènza andare avanti nello sviluppo dell' ultima formula » 
permutiamo le variabili di queir integrale doppio > e facciamo 



07 



-7 ,,^, >c % y = .,/^ av > e ne avremo poi 



a?*H./«^',«==^. 



Secondo la regola del §. 177 questa permutazione ci dà 



I 



I 
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p c= rr f^L =r =± f ;^^^^^ ,^ , .ove sì prenderà 

quel segno che rende il risultato positivo • 

^Facciamo una prima integrazione supponendo ji costante 9 
e sarà 

minando la .costante .G in .modiche .svanisca r integrale ^nap- 
<3o t = .0 . 

Avremo pertanto 
P = ^fj~ {a — y (a* — **)} = =fc {a. Arc.tangu — 

Con facilità si può rendere .quest' ultimo ^termine ,assolut?i- 
mente integrabile ; imperocché .eguagliamolo ad una funzione 
qualunque .algebraica di z^ 9 e sìa V ; si avrà allora 

P = =t (a . Are tang u h- V^ ^ e poi 

Qualunque funzione .algebraica fdunque si prenda per y ^ 
darà una .relazione algebraica tra t ed z^ 9 dalla , quale si rica- 
verà una relazione algebraica tra or,^ ed in conseguenza una 
soluzione »del problema ^ .come or'ora vedremo. Il problema 
dunque potrà risolversi in infiniti modi . Consideriamone i più 
semplici . 

Facciamo V.=: ^?*"*'^f? , e si avrà 
(^) = — i( ««~^^) . .quindi r, equazione tra t ,ed u .sarà 



Da ijnesta risalterà T .equazione della ,<5orra «creata 
V(«' -4-y ) (a* —.«• — /) =.cy, — pap , ,e Ja supccficie idi 
gaella poreìoiae ^i sfera sarà 

J>er f i j-espettivi datori in .» ,^^ 

:P «.a\.^w..fa/2^|. H-^^^fJ.: ;abbiamo tralasciato .il M- 

pio -segno , ;ina ci fammentetemo Ài moltiplioti-e per -— il se- 
condo jnemiro , se mai .ei xisultasse ;n€gativo <, KMade iar*) «or- 
nar positivo.. 

;Se ora si suppone P s= o ,,a = a , avremo 
P = :fl* . Are. tang A ^ ;— ~ , e 1* equazione -della «nrva 



sarà a x — ( x' .^y y ^ o , ossia y ^,ax^ a?' , di «odo 
che la curva RDQ sarà un semìcircolo descritto sopra il rag- * 
;gio AP = a come 'diametro . 

^Estendiamo questa superficie .^a a? = o sino ad a? = « , 
.ed avremo 

^^ ^ ^ "^ • 7 -i- <<» ^ -cui cangiando i segni -secondo il «detto so- 
pra , ^troveremo 



.0 r -t 

= _ a , ovvero 

P = j » superficie della sfera — «* . 

^ 

Si abbia sott* occhio la figura 9 , « la porzione di super- 
ficie sferica indicata per P sarà quella , la quale copre la ba- ^ 
se CERA . 

Tom. IF. 
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pìg^ Otsk la saddetta porzione di superficie sferica' è egnale al-^ 

la superficie deir ottava parte della sfera meno ' quella porzio* 
ne che copre il trilineo CBSAREC ; dunque qnest' ultima 
^ pj9rzione eguaglierà il quadrato del raggio a . 

Abbiamo pertanto ritrovata una porzione di snperficie sfe- 
rica f quella, cioè che copre il trilìneo: suddetto, quadrabile . 

Essa eguaglia il quadrato del raggio G A . 

Qdesto problema- fu- proposto da Viviani ai* primi Colti va** 
tori del Calcolo Differenziale , e fu enunciato, così . 

95 In una volta semisferica voglionsi aprire quattro fuie^^ 
^> stre 9 si dimanda di iarlo in ìnoda che la. superfìcie della vol^ 
^9 ta > che rimane 9 riesca quadrabile ,) . . 

Per una maggiore estensione in esso, rimandiamo- i nostrii 
Lettoli ài Tom. IV dei novi Commentar; di Pietroburgo. 

ìf * £ qnì poniamo finof air applicazióne alla^ Geometrìà^. 



M? 
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Ulteriori Jpplìcaziom 
<aUa Meccanica 



S* 3^4' jNj oi ci estenderemo sopra queste applicaziom 
-i-^ assai meno di qadllo che avevamo 4iyisatò^ 
poiché il Volume ^eir Opera si è già aumentato oltre i limi- 
ti <da noi prescritti . 

Al §, 94, ooiMÌderato abbiamo il tnovimeuto che si la 3ft 
Qfia curva tutta situata in tra piano» parliamo ora del moto per 
una curva a doppia curvatura qualunque . 

Mov'eadosi un corpo iti una curva a doppia curvatura con 
* un movimento del quale è determinata la legge ^ il punto M 
nel quale questi si trova ^ dipende dal tempo per cui è ^eguìM 
il movimento • La posizione dunque tlel punto M sarà una fua» 
zione del tempo . Sia riferita la curva del movimento a tre as« ' 
5Ì ortogonali 9 e siano x^y^^z le coordinate del punto M. La 
posizione dunque di esso h determinata da queste coordinate e 
esse dunque sono funzioni del tempo 9 e perciò ciascuna di lo« 
ro può rappresentare uno spazio rettilineo descritto da un mo* 
vimento 9 espresso dalla funzione del tempo ^ alla quale è egua« 
le la stessa ordinata « 

5ia dunque a?sc=y'(f), j^=:F{^)» «t=i^(t); deter- 
minato t ) sono subito determinate le coordinate x ^y ^z y ed la 
conseguenza il punto M ove trovasi il mobile . Ora supponia- 
mo che oltre il vero corpo che movesi nella cnrva 9 vi siano 
tre corpi littiz) 9 uno dei quali si muova neir asse degli x j 
V altro lungo V asse degli ^ 9 ed il terzo lungo quello degli z .9 
e che i moti di essi siano respettivamcnte espressi da queste 

equazioni «=/(«)> y =^ V {t)^ z^=i:p(t)t è manifesto 
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che i tre^ pnnti! dei tre assi nei. qnall si troveranno* i tre cor-r 
pi ijmmaginati y alla, fine del. tempo t , determineranno il' pon-^ 
to. della curva nel quale si trova ih verO' corpo>, essendo quei 
panti la projezione del punto* M della^ curva ; dunque uu mo- 
viaientO' qualùnq^ue- può nattiralmente ridursi a^ tre movimenti 
rettilinei sopra i. tre assi delle coordinate ,, e questi: movimenti: 
ponno^ riguardarsi come descritti dai. mobili- >- L quali sono^ le* 
proiezioni del vero» mobile sopra i tre assi medesimi;, quindi è^ 
che gli stessi movimenti possono^ considerarsi come* la. prelezio- 
ne deL vero» movimento;, così: potremo dire conosciuto il mo- 
to> per quella linea^ curva , quando saranno^ conosciuti i movi- 
menti rettilineii per i tre. assi: infatti conosciute T equazione 
x=zf(t)j y=:F(tyrZ^<p(t)rSÌha per un qualunque 

tempo^ t il luogo. M del mobile , ed eliminando t per mezzo 
di esse ,. abbiamo* due equazioni ^ le quali determinano la^ cur^^ 
va. a doppia curvatura- descritta: cUL mobile stessft . 

Consideriamo^ pertanto i tre movimenti x =^f{t) y y =» 
F(^) r z =: (p{ty rettilinciV come componenti quel movimento^ 
curvilineo: il mobile posto in: un punto dello spazio che ab- 
biamo chiamato» MV tenderà a moversi "^ parallelamente all' asse 
degli X col movimento «?.= /(/■); parallelamente ali! asse dcr 
gli j^ col movimento j^ = F(f), ed infine paràliòlamente air as- 
SGr de^li z col' movimento' z =r ^(£) : ora secondo* ciò^ che e 

detto ( §; 93 ) (ry^iTr) rappresentano la velocità © la for- 
z» acceleratrice- cha sL ritrova; alla fine- del"- tempo* t nel' movi- 
mento' « =/(f ) ;; egnalmente- (g) , (^); rappresentano, le si- 
mili quantità pel' movimento.;^ = F(f) ;. ed: infine (^) , { — )) 

sono la velocità e la: forza^ del movimento a= f»(f); dunque- 
il corpo posto in M. tende ai muoversi ,. ed: efTettivamente nel 
primo istante alla fine del: tempo^ t si. muove nel: senso- degli. 

X con una velocità = (^) „ e: com nna; forza; accelèratrice. = 
l^) } nel senso degli y eoa- una-, velocità; = {^)r e- con nna^ 
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=2 {j^)i. e nel senso degli z eoo una velpat» 5=a(J?),, 

$• 3^5- Sappiamo dalla M^ccanica^ eh» na eorp» ani^tor 
da tre movimenti uniformi^ o da tre movimenti nqiformemen- 
te accelerati secondi» tre direzioni perpendicolari tra loroy^ dei 
qnaK a , ò , e siano le velocità o le forze^ acceleratricr y tende 
Sr muoversi e sr muove r quandcr tali movimenti non siano tnr-^ 
Batr con una velocità o con nna forza acceleratrice rappresen- 
tata da v^(a* H* &^ H^cV)t e con la direzione, la qnale fa con 
Jb' tre- direzioni del movimenti componenti tr» angoli > di coi 
i coseni sono 

-r: ^ r r -^ r : duoque I^ tre v^-? 

^(^*^^»^^t) *'^(^»H.*>H-C>); W(«^-^fr'-*-^M ^ 

locità (^) I (g) > (g): comporranno la velocità 

V{(^*r -*•( ir -f (^T} i e le t«. forza (0) . (0) , (^f ) 

daranno la forza composta: 

Sé poi noi indichiaiQo la: velocità composta per Ut i tre 
coseni: dei qnali qui soprst al parla' >> saranno* «' 

(^) • '^ » (^^ • " » (S^ • **• ^^'^JDÌ^niO' quest* angoli « » /3 » 7 9 
odi avremo* 

(g) = «COS«, i^,) = UC08ei\ (g) = ttC05y . 

Dnnqae il corpo' posto in* M tenderà a* muoversi » ed ef- 
fettivamente alla' fine del tempo t incomincerà a maoversi con 
nn: movimento del qnale la' velocità h 

V{(^')'H-(^rH-(g)'}i e la forza acceleratrice 
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V{(^')*H-(^n'-^(^)->. 

Rappresentiamo per « V «reo delia carva descritto dal mo^ 
bile ivel tempo t per giungere io M i ed avremo ( $. ^05 ) 

f 

cita del mobile alla fine del tempo f . Di più la direzione di 
questa velocità sarà quella della tangente della curva a dop- 
pia curvatura nel punto M; imperocché i coseni degli angoli 
che questa tangente fa eoo i tre assi, sono, riguardando x ^y ^Si 
come funzioni dì f , 

Onesti coseni sono in conseguenza gli stessi che quei de- 
gli angoli fatti dalla direzione della velocità composta con gli 
assi: dunque questa direzione coinciderà con quella della tan- 
gente della curva; dunque se le cause che impediscono al mo- 
vimento di essere uniforme > cessassero tutte ad un tratto, da 
queir istante il corpo si moverebbe con moto equabile ed uni- 
forme , con una velocità == { ^ ) , e nella direzione della tan- 
gente alla curva . . 

Se poi noi indichiamo per P la forza acccleratrice com- 

posta 

r 

a//(^)* ^(£^)'^(^)*Ì , essa avrà per direzione una 
retta i cui angoli con gli assi avranno per coseni 
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(i*^) : P ; (^) : P ; (yi) : P » « Se noi chiamiamo a , /i , r qne- 

§i^ •^^ W^ • 

sti angoli , si avrà 

(^^)=:FC0SX, (^{) = PC05^, (^1)=P«5>, 

Conoscendo la legge del movimento del corpo > cioè , i 
valori di x^y^z in t^ dalle equazioni superiori ricaveremo 
la forza acceleratrice e la sua direzione a ciascun istante : co* 
ijoscendo poi la forza P con gli angoli x > /^t » i' avremo tre e- 
^uazioni differenziali del secondo ordine che serviranno a de- 
terminare x^y^z in t. I problemi della prima sorte dipendo- 
no dalla differenziaziene ^ e sono sempre risolubili; quei della 
seconda dipendono dall' integrazione delle equazioni . 

Supponiamo che il mobile sia nello stesso tempO' sollecita- 
to dà due forze P e Q secondo direzioni , le quali fanno con 
gli assi degli x ^y y z gli angoli x , jx., r per la forza P >, e 
T yp ^s per la forza Q ; le formule superiori ci daranno 

( J?) = Pco5/* -4^ Q cos py 

(^) — - P cos^ H- Q co* <r ; 

• così di segaito per qualunque numero di forze . 

§. A26. Premessi questi principe > veniamo alla soluzione di 
falche ' problema . 

Proponiamoci dnnque dì ^y determinare il moto di un cor- 
fj pò attratto verso un centro fisso da una forza p , ed anima- 
ta to da una impulsione primitivamente ricevuta y secondo una 
99 qualunque direzione 9 che non passi pel centrò fisso ,». 

La generalità di questo problema non è in modo alcune 
alterata supponendo le coordinate don l'origine nel centro dell' at- 
trazione ) la curva che il corpo descrive > situata tutta nel pia- 
00' che passa pel detto centro e per la direzione delia forza ^ i 
e che infine qnesto^ pÌ9Q0 sia ^aello delle coordinate x^y* 



153 MATBMJlTlOA JVlfclAIS 

j^* Sia AP =^, PM=j^, «enMAP;=.#, 5«fiAMP=#. 
Jje 4ne equazioni «del jnovimento sono 

/</**\ ^ <r 

Diamo il segno — jalla forza ^ » |)erc3i^ «ssa ^n4e sa <$- 
fliio9ÌFe le .coordi&ate x^y . 

Data alle suddette .eqaazioni ]a form» 



(0 (^)H-f>. 






(3) • (5^)-»-?-vU^>M==^* 

moltiplichiamo la prima .equazione per y t fi }i tseconda |MBr flp- 
e sottraendo J>' nna dall' altra > si iia 

<Juest' equazione ( 3 ) si jcangia subito in quest* altra 
^y (^) ^- -fa; (-) H- J» ($)} ^= C, ovvero «lutando Ja for- 
ma della costante .arbitraria 

Di jquì , integrando si ba 
fy (^) d^ -. £? « G'é h- e , ovverà ^BXVH — 4^M =« 
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BAM = Cf H- E. Se determiniamo E in modo che BAM -r^-. 
si annulli qnando ^ ==: , si avrà E = o^ qaindi Tarei BAM = io 
Gt . Sia un altro tempo f -h w alla fine del quale il corpo si 
trovi in 772, avremo BAtk = C ( f ^ to ) e quindi BAM: 
BA/7Z : : t : t ^ W . 

Là curva dunque BMC descritta dal corpo sarà tale cbe 
V aree descritte dal raggio vettore AM saranno proporzio- 
nali ai tempi nei quali sonosi descritte , qualunque d' altr on- 
de sia la legge con la quale il corpo è attratto verso il 
centro Jissò . 

Moltiplichiamo ora V equazione (O P^^ (5?)» e la (a) 
per (^)) e sommandole, avremo 

(^).(^)H^(^-).r^-)^ ^/^^^'"(^n^ ==.0, ovvero 

/ \ ^ ^ dt^ ^dt ^ f ^ ds/{ **-4- >M 

^^^ dt ^ dt 

Ora permutiamo le variabili à;,^' in due altre che siano 
il raggio vettore AM , e V angolo MAP; determiniamo cioè 
la posizione del corpo in qualunque istante del suo moto per 
mezzo del raggio vettore AM , e dell' angolo PAM, ciò che 
è conforme a quanto si pratica in Astronomia: avremo allora 
( facendo AM = r, PAM = w) ^ 

r = v'(a?*H'j''), X =z r cos co , jy == r sen w , onde — 

( S ) = ^ cos tì .( ^ ) H- se/2 w .( ^' ) . Fatte quindi ìe opportune 
sostituzioni nelle equazioni (3))(4)> esse diverranno 

Tom. IF. 
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(5) ^ ^ • - • r'(^) =z cr 

^o> ..... . — i — ~ H^ a^-(j^; 5= o. 

Ora sapponiamo, che la forza d* attrazione ^ sia una fun- 
ziona della distanza y e rappresentiamo per R V integrale 

/a^.. (^3 dt y ovvero, fap.drj ed avremo T equazione 

Lf equitazioni (5)0 (7)- sono quelle le quali contengono 
tutte le circostanze di quel movimento; infatti se vorremo V e- 
quazione della curva descritta, allora- considerando t ed w co- 
me fauzioni di r , cioè ponendo in queste equazioni 

I : (g) invece ài (g) , e {'£) : (%) invece di (g):. avremo 



dr 



(S) 



n«(f')=-7(s);d«iq«.- 

{'•(fr)'-')'- 






^ R 



*(^r 



(g)' {e* H- r'R} r* H- e* =r o , e di qui 



(^") - - 



Vr 



rv{-»'^»"*E\ 



Questa è Y equazione il cui integrale ci darà la relazione 
tra r ed (0 ^ cioè V equazione della curva descrìtta dal mobile * 
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Ora essendo R T integrale della quantità np.dr^ sarà e* 
gualmente R — a qnest' integrale ( indicando per a una co- 
stante arbitraria ) ; avremo allora 



thi 



(8) (tJ 



se poi si sostìtaìsce il valore di {—) nell* equazione 

(9) (|) = 






Se si prendono gì' integrali di queste due ultime equazio- 
ni (8), (9), conosceremo dalla (8) w dato per r , e dalla 
( 9 ) il tempo t dato per r , e quindi per co . Sapremo in que- 
sta guisa il tempo che impiegar debbo un corpo a descrivere 
un arco di quella curva che copre un dato angolo . 

§. 327. Applichiamo questa soluzione generale al movimene 
to dei Pianeti e delle Comete attorno del Sole^ 

la questo caso si iarà ^ == ^', F essendo la fòrza attraN 

tiva del Sole alla distanza i ) ed avremo 

R=./2p. dr =/?^ = - f ; dunque 



(-) 



r* 



{'-H-pY 






ÌtJ — 1 rr^> ovvero 



dr 



{'-?-?r 
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it 



Oi)"- , '■ ■ . = 



\ 2 r 2r* / 



a 



cangiamo la forma della costante % e facciamo^ C ; v'a = A% 
•J = E , e sarà 



^dr^ : 1 -: — i» 



»- j 



V,.(E^i-^) 



ir.) 



* ' ' A-tk 



Per avere V integrale dell* eqnazione ultima % moltiplichia- 
mola per dr % quindi facciamo — ^ — -f. — =s; z , ed avremo 

•^**"7 — ^' = E-h^--z*,e quindi 



ifo 



VO-,f.-.-} 



essendo £,F} A quantità costanti. Poniamo per semplicità di 
calcolo ra' = E H- — . > e si avrà 

4A 

<o == Ctt—^ — re == — -^^C- cos — ^ y y essendo y una co- 
Stante arbitraria ; sarà dunque w — y = — <^rc. cos~ , ed in 

conseguenza — = co5 (w — y), z = ot co5 ( w — y ) ; onde 
ponendo per z e per m il respettivo valore ^ si avrà 

Se ora dividiamo qnest* equazione per \ i e facciamo 
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£A 



! , e == y { I -h ^-i^} > otterremo 



r =3 -^ ;, e questa sarà V equazione della, curva cer- 



( w — y ) 



cata ; così i Pianeti e le Cbcoete essendo attratti dal Sole con 
una forza reciproca al quadrato della loro distanza , descrive- 
rauno della orbite i la. cui equazione sarà. 



Consideriamo piii particolarmente V equazione di questa 
curva y e si veda se essa, assomigliasi ad. alcuna, delle curve che 
conosciamo.. 

Siccome in. quest* equazione Iìb quantità: p ed. e sono co- 
stanti , 80I0 essendovi di variabile co ed r , così ne segue che 
la lunghezza, del raggio. vettore appartenente a questa curva, cre- 
sce o scema col crescere e scemare di co, ovvero di cos^ìjò — y). 

E' poi evidente che quando cosata — y) sarà massimo, 
anche, r sarà il massimo raggio vettore ; e quando cos{{3:ì — y) 
avrà il minimo valore , r sarà il minimo raggio vettore . 

Ora il pili gran valore di un coseno è V unità , ed il piii 
piccolo è r ùt)ità neghiti va ; dunque il più gran raggio vettore 
corrisponderà.^a cos ( w — 3f ) ==» i , ed il più piccolo a cos ( w — 
y) = -- I • 

Acciò sia cos (co — y) = ir conviene che abbiasi co = y , 
cu accio sia cos ( w — y ) csis -— i ,. 00= 180* h- y ; dunque 
la ctìrva desclitta. dal mobile avrà, per r un massimo ed un 
minidio ; innesto raggio , essendo^ massimo, quando co = y , egli 

avrà allora per valore r =: — ^^ ; ed. essendo, minimo quando 

w = y H* i8o* , egli sarà r s=s — ^ . Al di là. di questi due 

punti ritornano gli stessi valori per r, ed in conseguenza al 
di qttà ed al di là della linea formata dal massimor e dal mi- 
nimo raggio vettore ( giacché questi due raggi facendo tra lo- 
ro un angolo di 180'' sono per diritto ) ricorrono i medesimi* 
raggi vettori; dunfjue i Pianeti ^ descrivono una curva che ha 
due parti eguali e simili , al di qua ed al di là della linea 



\ 
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Fig. dei due raggi vettori massimo « minimo ; è di piii rientrante 
in se medesima . 

La semisomma poi dei due' raggi vettozi massimo e mini- 



mo e 



{ ~— -^ 7-^1 • ^ = -^—i * e la «femidifferenza è 



II 



\ 7~ — j-~ }• : 2 =3 —^~P * ^^ niodo che il rapporto del- 
la semisomma aUa semidififerenza eguaglia la quantità e, giacché 

I - *» • i- e* ' ' * • *^ • 

Se si fa (0 = ^ -t* 90° , nel qual caso la direzione di f 
sarà perpendicolare alla linea vdel massimo « minimo raggio vet- 
tore , avremo 

Nella Fig. it noi poniamo sott* occhio tutto il risultato <3i 
questa analisi • AC è il massimo raggio vettore; AB il mi- 
nimo . La curva BDCEB è T orbita rientrante in se medesi-^ 
ma ; AM ^ AJM' sono due eguali raggi vettori distanti di un 
medesimo augolo dalla linea BGì DA è il raggio vettore per- 
, pendicolare a B G . 

m 

§. 328. L' equazione della curva contiene la. relazione tra 
il raggio vettore e V angolo , che questo fa con Y asse degli 
x: per riconoscerla <, introduciamovi di nuovo le coordinate x^y* 
Per questo consi<ieriamo il centro dei raggi vettori come V o- 
rigine delle ascisse . Prendiamo Y asse degli tx? nella direzione 
del maggior raggio vettore , giacché la posizione degli assi è 
arbitraria. Si osservi dunque la Fig. la. 
^ L'angolo che un raggio vettore qualunque AM fa col mas- 

simo raggio vettore AC , ed in questo caso con Y asse degli 
X ^ h { come abbiamo detto qui sopra ) w — y : si avrà dun- 
que X =: rcos ( (1) — y) y j^ = r sen (co — y); eT esquazio- 
ne r — erco5(w — y)=p, diverrà Vi^^ ^H^y) — •e^=p> 
ovvero 
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(A) ..... p* H* 2.jpe« H- (^* — I ) a?* — y ==^o , la quale 

essendo del secondo ordine 9 ci dà sempre ^una sezione conica . 

Per riconoscere quale sìa questa sezione > ecco come si farà. 

Siano & ed a il semiasse maggiore, ed il semiasse minore 
di una ellisse ; srano j^ , a le coordinate di questa curva prese 
dal cemro> e la di lei equazione sariL 

Indichiamo^ per e il rapportò della distanza di uno dei 
fuochi dal centro alla metà deir asse* maggiore , dimodoché si- 
gnificando per D questa distanza , sia — . =: g . Sarà^ D = ac , 
quindi &* = a* — a^c^ , e perciò 

f = ^1;^* ( a* — 2^' ) = '-=^ ( a ~ 2^* } : la iinantità e 

chiamasi Escentricità . 

Cangiamo Y origine delle ascisse e traspoitiamolà in uno 
dei fuochi . A tale effetto dovrem fare z =i x -^ ac ^ essendo 
X la nuova^ ascissa > ed avremo 

y =? ( 1 — e* ) ( a* — a?* •+ 2aco9 — à'c^ ) , 

(B) / = (.! — G*)*a*-+2a(i — c')ca?H-a?*(c'— i). 

Questa è V equazione di una ellisse il cui semiasse mag- 
giore è ai V escentricità e; Y origine delle coordinate in uno 
dei fuochi. 

Paragoniamo T equazione (B) con (A)> e concluderemo 
che quest' orbita è una ellisse ; che ha per semiasse maggiore 

fzr^ » che ha per escentricità e ; e ohe V origine delle ascisse 
è in uno dei fuochi . Trovato il semiasse maggiore , avrassi il 

minore == V ( a* — a' e* ) = a ( i e* Y . 

Di più il parametro di questa ellisse ( il quale eguaglia 
il quadrato del semiasso minoro diviso pel semiasse maggio- 
re ) , sarà 



/ 



«» 
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LJ = al I _ e') ==-^-:^f I ^ e«):===:i) 



Ma r equazione in a;,j^ ci cfà V ordinata y ^= p nell' o- 
rigine delle ascisse , cioè quando a: = o ; dunque anche di qnì 
si rileva, che qnest' origine è in uno dei fuochi di quella Se- 
zione Conica > giacché la proprietà caratteristica di quésto pun- 
to è tì' avere V ordinata eguale al parametro . 

Così le orbite dei Pianeti e delle Comete sono ellissi , 
che hanno il Sole in uno dei fuochi , e la cui equazióne ge- 
nerale è 

r = ^— ^-^ — 7-^ . , p essendo la distanza media , cioè la se- 

xnisomma del massimo e del minimo raggio vettore , e Y esccn- 
tricità , r il raggio vettore che fa con la linea del massimo 
raggio un angolo oa — y . 

§• 3^9- Siccome io voglio che i mìei Lettori si addestri- 
no nelle applicazioni del Calcolo Sublime a problemi di qua- 
lunque specie, perciò mi sono determinato ad esporne uno re- 
lativo al moto degli animali : d* altr* onde questo è ^della mag- 
giore importanza in differenti usi della yita.Koi Io dobbiamo (a) 
al sommo Geometra Fossombroni , il quale è al mio parere il 
solo , che neir applicare la Matematica alla Meccanica anima- 
le , abbia battuta una strada intieramente nuova ed indipenden- 
te da quella del Grìin Borelli, felice fondatore di quella Scienza . 

Supponiamo dunque che sopra un piano orizzontale un uo- 
mo caricato di un peso passeggi , e che di più nel muoversi 
debba strascinare su quel piano medesimo un altro peso, uni- 
to per mezzo di una corda di data lunghezza al centro dì gra- 
vità di queir uomo caricato . Cerchiamo la curva che descri- 
ve questo centro di gravità . 

Primieramente osservo che questa non può essere formata 

da archi di circolo corrispondenti ai passi dell* uomo : ciò av- 

verrebbe ^e le gambe non si allungassero ed accorciassero nel 

-fore il passo; neppure la curva può essere rutta in un piano 



(a) Ani della Società Italiana Tom. XII. par. i. an. 1805. 



e qnestò per causa 'di ^quella ònjlQlazioQe a destra- ed a sioi- 
stra y che ha V nomo nel camminare » la quale nasce 4air al- 
ternare il piede ^bò sì posa stil terreno: noi dunque Ja rigoar- 
deremo come una curva a doppia curvatura . Sarà q^j^tji com- 
posta di tante porzioni eguali e simili tra di loro > ^iasq^r^a del- 
le quali corrisponderà ad nn passo . Queste porzioni alternati- 
vamente si volgeranno a destra e a sinistra > di modo che la 
proiezione di tutta la curva sopra il piano orizzontale sarà una 
specie di Zig Zag. 

Per poco che si rifletta sul meccanismo con cui formasi 
. il passo i ci .persuaderemo che V uomo pel quale la verticale 
del centro di. gravità cade tra le due pianj€.dei piedi » quan* 
do sopra ambedue si appoggia > porta questa perpendicolare sul 
piede cjie vuol tener fermo , ed essa cade allora in. ^un punto 
del calcagno ; in seguito egli alza V altro piede spingendolo a- 
vanti ^ e nel tempo stesso piegando in avanti tutta la macchi- 
na . Con questo movimento il centro di gravità comincia ad aTj- 
bassarsi , e continuerebbe finché il piede alzato fosse di nuovo 
appoggiato al pavimento # se Vuomo distendendo la gamba po- 
steriore ed in questa guisa innalzando tutto il suo corpo ) non 
impedisse al centro di gravità T abbassarsi di piiii mentre lo 
spinge ad essere a piombo sopra al calcagno del piede anterio- 
re , posto a terra per terminare ii passo . 

In tal moto il punto > nel quale si riunisce lo sforzo dei 
muscoli per animare il passo y e che chiameremo centro di 
sforzo y al principio si trova iti quel punto del' calcagno » cui 
corrisponde il centro di gravità , in seguito a misura che si 
forma il passo/ o che il centro di gravità si avanza, questo 
punto progredisce verso Y estremità del piede , e quamio il pas- 
so termina , il centrò di sforzo si trova sotto al dito grosso del 
piede medesimo. Si vede dunque che nel formarsi uft passo, 
il centro di gravità va dalla verticale del calcagnò del piede 
posteriore , a quella del calcagno del piede anterióre ; mentre 
il cei^tro di sforzo va dal punto di mezzo del calcagno del pie- 
de posteriore alla punta del dito grosso del medesimo piede . 

§. 330. Supponiamo ora che il piano orizzontale sia il pia- 
no delle coordinate x^y: che T origine di esse sia ne V punto 

Tom. IF. X 
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del calcagno) cui corrisponde il centro di gravità nel prinoi* 
piare il passo i punto nel quale si trova il centro di sforzò ia 
detto cominciamento : che già il passo sia cominciato > e che il 
centro di gravità si trovi in nn punto cui corrispondono le 
coordinate ce fy^ z; che m 9 13 siano le coordinate orizzontali del 
centro di sforzo dei muscoli al momento , in cui il centro di 
gravità si trova corrispondere alle coordinate x^y^zi che t 
sia il tempo impiegato dal centro di gravità nel fare quella por- 
zione di passo ; che sia r la distanza dal centro di gravità al 
centro di sforzo . 

Rappresentiamo per M la massa dell' uomo e del peso so- . 
vrimpostole ; per b la lunghezza di quella corda > cui è attac- 
cato il peso da strascicarsi , ed è chiaro che avremo 

T t= V{(* ~ «)* H* (^ — /3)* H- 2^* } i che j sarà il seno 



deir angolo fatto da r col piano degli x ^y i che 

i sarà il coseno del detto angolo ; che 

-^ sarà il seno deir angolo fatto col piano orizzontale dalla cor- 

da b considerata per rettilinea , e che y^* "•**> ne sarà il 

coseno . 

Totto questo premessa, io osservo che tre forze agiscono 
nel prodarre il passo, cioè; i* la gravità di tntta la massa, il 
cui effetto indico per p ; a* la forza ritardatrice del corpo at- 
taccato alla corda 6, il cui effetto sia indicato per R; 3* la 
forza aoceleratrice prodotta dallo spiegarsi che fanno i musco- 
li nella direzione di r i e 1* effetto di questa sia indicato per Q . 

La forza di gravità non agisce che secondo l' asse degli z : 
la forza R decomposta secondo i tre assi , ci dà queste tre forze 

-J R secondo Tasse degli a, e -^ R secondo quello degli jr , 
^ i R secondo qncllo degli x : la forza Q si de- 



CALCOLO INTEGRALE CAP- XV. 163 

compone in queste tre — Q? ^^-rQ? ^~^Q relativamente. a- 

gli assi delle coordinate z^yyX. 

Dunque secondo V asse degli z vi sarà questa somma di 

forze y Q — -|- R — p ; secondo quello degli y^ quest* altra 

■ 

^— Q — ~'R; ed infine secondo quello degli a?, quest'altra 
somma 

Abbiamo dato il segno meno alle forze R>2>> perchè ten- 
dono queste a dimiquire le coordinate 9 mentre la forza Q ten« 
de ad accrescerle . Ora le forze acceleratrici alla fine del tem- 
po t in qualunque siasi mpyimento ( §. 324 ) sono 

{'^) > {j}) ^ (jp) essendo x ^y yZ gli spazj percorsi tiel tem- 
pò ti avremo duiique queste tre equazioni 

S^ Q — 5!^^^—^ R = (^) , le qnali contengono la 

solazìone del problema . 

§• 33'- Sia m il rapporto della lunghezza del passo a qtiel^ 
la del piede > ed n il rapporto della larghezza del passo a quella 
del piede; supponiamo cioè » =à mx y ^ i=s ny ^ e qùell« tro 
jfritoe equazioni diverrj^nno 

-5.0 — *.R „ n — r''*^ 



/ 
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Se noi facciamo R= o, cioè se noi supponiamo che V uo- 
mo non debba trasportar che la propria macchina ed il peso 
di cui è caricato } le tre equazioni si ridurranno più semplici y 
e saranno 

i(i_m)Q=(^), 

fL(i — n)Q = (y^)> ove rammenteremo che 

r=: v{z' H- «' (1 — «)* H- (i — m)'/} • 

Moltiplichiamo la prima equazione per ( 5; } > w seconda 
per ( I — za) (g) e la terza per ( i — «) (^)» e quindi som- 



mandole insieme , avremo 



J»s, d'x 



Q «^«-^•(^~«')'J'^.y«-C'-»)**'^* — pd«, che si integra, 



e si ottiene 



(I ~itt)*H-«*(i — «)*} — paH-C, essendo G la 

costante arbitraria aggiunta integrando. 
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Siccome (^)»(;^^»^ifc^ ^°°*^ ^® velocita del centro di 

gravità nelle direzioni dei tre assi , cosi chiamando V , V , V" 
gneste tre velocità) avremo 1* equazione finita 

Interessante sarebbe trattenersi nei dettagli di tal Proble- 
ma > ma i limiti di qnesta Opera non lo permettono ; si legga 
a tal fine la Memoria citata Del $, gap, «^^ella^opra lo stes- 
so oggetto, che trovati nella Pgr. IL Tom,. XII. della Società 
Italiana . 
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spiegato ai §§.. $2 e seguenti^ 

€onosciuto altra volta sotto il nome 

li Calcolo delle Variazioni. 



332- I Jat» ima funzione /( a? >^) di x e dì y 
3.J una certa relazione tra a; ed y, abbiam 



§• 333- I fat» ima funzione /'( a? >^) di a? e di j^ e data 

j/, abbiam vedu- 
to (§. 6 1 ) come giunger poteasi a trovare quel valore di x pel 
quale la data^ funzione diventava massima o minima • 

Ora il metodo dei massimi e minimi può estendersi alla ri- 
cerca della relazione che esser dee tra le due variabili x ^y af- 
finchè ponendo iny(a?,j/) invece di y il suo valore ^(a0i)i 
da tal relazione somministrato > si ottenga una funzione F(a[?) 
di 07 9 la quale sia maggiore o minore di tutte quelle , che da 
qualunque altra relazione tra x td y ottener si potrebbero ; co- 
sì se per ?> ( cC ) , ?^' ( a? ) , ^' ( a? ) ec. indichiamo tanti valori 
di y , datici da altrettante diverse relazioni tra x ^y^ e li sosti- 
tuiamo injf(a?,j^), avremo tante funzioni F(jc), F(a?), 
F'(a7) ec. , e si può dimandare quale debb' essere la funzio- 
ne ^ ( ^ ) 9 acciò la F ( ^ ) che da essa risulta » sia la maggio- 
re o la minore di ciascuna di quelle altre « 

Supponendo rappresentato per F ( a? ) il massimo ( quel* 
lo che dico vale anche per il minimo ) dato dalla relazione 
jrs=^(a?)> e da ¥{^x)^ ^'(*) ^^' > quelle funzioni di ic. 
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dateci da qoalnnqae altre relazioni y = ^'(a?)> J' = ^"(«) 
ec. , farò osservare che la F ( oc ) dìcesi massima tra tatte le 
F ( a? ) , F' ( a? ) , F' ( X ) ec. , qnando ponendo in cìascnna di es- 
se Io stesso valore per x > qnalnnqne d' altr' onde esso siasi » 
è sempre F ( a ) maggiore di F ( a? ) , F" ( a? ) ce. ; cosi se noi 
facciamo x^=i a^d -^a ^ a" ec. , perchè F (a;) sia. massima i 
detibe aversi 



F( a 


)> 


F(a 


)> 


F"(a 


) 


ec. » 


F(a' 


>> 


F(a' 


)> 


F" ( a 


) 


ec. > 


P(a 


)> 


F ( a" 


)> 


¥' ( a 


) 


ec. > 



ec* ce. 

Allorché la F(«) goderà di qoesta proprietà» anche la somma 

F (a)-4-P (a')-4*F (a")-i.ec. sarà maggiore delle corri- 
F ( a ) H- F ( a' ) H. F' ( a" ) ^ ec. spandenti somme 

F"(a)H-F"(o')H-F"(a")-^cc. 

ec. ec. 

Supponiamo che tntti i valori che si possono dare ad «> 
disposti per ordine di grandezza > essendo primi i minori » àano 






.,•% 



ed indichiamo per/T(a^"') U somma 
F(a''')^P(a'"'')H.....H.F(a')^F(a')^.F(a)H^FCa). 
sarà /F(a) = F(a) h- F('a) h- F(''a) h- 

e quindi rappresentando per a e per a *^ due valori di x co^ 
mnnqne distanti tra loro ^ ancora la difierenza 

/F (a ) — /F (a) sarà maggiore di qualunque altra difièrenzi 

/F(a^'')~/F(a) 

/F'(a^"')~/F"(a) 



ce. ec* 



r^ww' ^^ryr 



\ 
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Cosi la funzione P ( ^ ) essendo massima per ciascun va- 
lore della x ^ Io sarà ancora per tutta la di lei estensione tra 
due valori qualunque di x ^ presi per limiti ^ cioè tra « = a i 

ed ^ t= a • 

Ma r inversa di questa proposizione non è egualmente vera . 

La sommayF(a:) può tra «due limiti conosciuti della x 
essere un massimo > senza ohe F(a7) lo -sìa per ciascuno dei 
valori di ,x intermedj a quei due limiti medesimi; si può ricer* 
care quella relazione y == ^ ( ^ ) la quale renda la quantità 
ff{x , j) un massimo da a? =: A sino ad a? = B, cioè ren- 
da la differenza tra /F(B),/P(A) maggiore di qualunque 
altra differenza yF'(B) , /F'( A) , e facilmente comprendesi 
che ciò può anche accadere > senza ohe sia sempre F(m)> 
Y {m) per tutti i valori m 9 m ec. ^ della a; compresi tra i li- 
miti A , B . La somma poi di tutti i valori possibili di f{x^y) 
presi da a? = A sipo ad a? = B è V integrale ffix^y) dx 
preso tra questi «due limiti stessi (a). 



la) Ecco come si può dimostrare qaanto ^at sopra si asserisce. 

Se per J^x si rappresenta nna fanzione qualunque di .v , e per Yx 
la somma di tutti i valori possìbili che può xicevere la jT^r, cioè di tutti i 
valori da^(o) sino a, fx iaclusive^t i qnali sono ^ di numero» sarà sem* 
pire fx tiizffx.dx* Infatti se x diviene x ^ (a , sarà f{x^u) Ja som- 
ma di tutti i valori possibili dajf(o) sino a jr( ;i^ h- w) inclusive, i 
quali sono jc ^ w di numero : avremo dunque F(ì^h-ci')-F(x) per 
esprimere la somma 4i tutti i valori possibili da ^x sino a f{ x ^ <à) ^ 
i quali sono w di iiumero : ora (àfx esprime la somma di uà numero ai 
di valori eguali a ^ , ed tafi^x^fa) espri<De la somma di un numero 
'Ctf'di valori eguali a ^( ^ •+ c^)^ e- siccome di queste due somme ^fx^ 
(af{ AT -+ w ) una debb' esser minore , 1* altra maggiore di F (x -^ oj) - ¥x 
( imperocché si suppone che i valori di Jx vadano sempre crescendo^, o 
sempre scemando da ^ sino a ^( .v h- cu) ) ; dunque con un ragionamen- 
to simile a quello fatto per la quadratura e rettificazione delle curve* si 
dimostrerà che ciò non può aver luogo ppr tutti i valori di u , sanza che 
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§• 33S' Tatto il fin qui detto appartiene sì alle cose Geo* ^. 
iDCtriche ^ che alle Meccaniche , ed in generale alle quantità ^^' 
di qualunque specie esse siano 9 purché possano esprimersi ana* 
lìticamente : noi però a maggiore schiarimento riprenderemo que- 
ste dottrine applicandole alle linee curve. In questa guisa po- 
tremo metter sott' occhio le quantità che divenir debbono mas- 
sime o minime ^ e d' altr' onde niente saranno con ciò limitato 
le nostre Teorìe . 

Sia la curva EF riferita agli assi ortogonali AB 9 AB': ^^ 
siano per nn qualunque punto M , AP = x > PM = j^ le coor- 
dinate , e siano a^b^c ec. > i parametri della carva • 

Quando è determinata la relazione tra x ^y ^ cioè quando 
è data un' equazione tra ^ ^ j^ 9 a 9 ò ec. 9 cioè f{x^y^a^beQ>) 
= o tutte le atfezioni e proprietà della curva, le quali ap- 
partengono a ciascuno dei suoi punti , sono anche determinate ; 
poiché esse riguardano quantità espresse in funzioni ^ come 
^{x yy ^<i ih ec. ) di quelle coordinate e dei parametri della 
curva medesima ; anzi qualunque di queste quantità si può con- 
siderare come una funzióne dell' ascissa x soltanto > che corri- 
sponde al punto 9 cui la stessa proprietà appartiene 9 da che per 
mezzo deir equazione tra x eA y^ è in nostro arbitrio elimina- 
re la y da una funzione qualunque 9 che la contenga ; così 
( tralasciando di scrivere le costanti ) da una funzione F(ci7) 

Tom. IF. Y ^ 



sia (4?) -szfx^ ed in conseguenza Vx^ffx.dx. 

In generale essendo u qualunque funzione di x^ sempre /^ (a) •<ftt.= 
ff{u) .^^)dx sarà la somma di tutti ì valori possibili dì/(u} da a = o 

sino ad tt. 

Là stessa formula ei esprime anche la somma dei valori di f{u) da 
u =: b, sino ad a , e ciò per mezzo dell* opportuna determinazione della 
costante introdotta dall' integrazione ; infatti indicando queil' integrale per 
Fa , si ha jy{ a) • rfa = Fa h- C , e supponendo che la nostra formula, o 
r integrale debba cominciare quando u = i , si avrà o = Ffr *^ C» e quin- 
di C = - Ffr, ed in conseguenza ffadu = Fu - £^ • 
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Fife **^^ rappresentata quella quantità che si conviene ad na pnn- 
j^to qualunque M: ogni punto della curva avrà in generale utl • 
diversa valore di quella quantità , secondo che sarà diversa la 
sua ascissa 9 e la ricerca di quel punto , o la determinazione 
deir ascissa , che corrisponde a quel punto ^ in cui la F(^) 
perviene al suo massimo o al suo minimo valore , è stato V og- 
gt^tto che ha avuto in mira la dottrina dei massimi e dei mi- 
nimi spiegata ai §§. 57 e seguenti . 

Al presente noi supponiamo incognita la relazione tra x 
ed y j e di tutte le infinite relazioni che possono immaginarsi ^ 

e ciascuna delle quali rappresenta una delle curve ROS , EMF ^ 
HNL ep. , ci proponitfmo di ritrovare quella di una curva EMF 
lale , che paragonata essa con qualunque altr£( delle infinite cur- 
ve HNL,ROS ec. 9 goda in ciascun di lei punto M di una 

certa proprietà di massimo o di minimo relativamente agli al- 
tri punti N y O ec. , che a quello corrispondono nelle dette 
curve; vale a dire indicando per 'y^y^y le tre coordinate 

JPN,PM,PO, e rappresentando per F(i]c,j/) una quantità 
appartenente al punto M nella curva EMF, per il che saran- 
no rappresentate da F(a?/j'), F(a?ty) le simili quantità ap- 
partenenti ai punti N , O ec- , nel!' altre curve , noi ci propo- 
niamo di trovare quella relazione tra x zd y che rende F ( a? , ^ ) 
jnaggiore o minore di F(a7, jy) e di F(^,y) nel tempo stes- 
SO' ^ qualunque d' altr' onde siano le relazioni tra x ed j^ , e 
tra ir ed y . 

Così se si dimandasse quale tra tutte le curve ROS,EMFec., 

è quella in cui per qualunque di lei punto il quadrato dell' or- 
dinata diminuito del rettangolo deir ascissa nelP ordinata stessa» 
cioè la quantità y^ — xy^ è un massimo o un minimo > ciò si- 
gnificherebbe che vuoisi avere quella relazione tra a? ed jy , la 

*ui curva EMF, ha la proprietà che in qualunque suo punto 
M la quantità ( PM )* — AP . PM è sempre maggiore o mi- 
nore delle simili quantità (PO)' — AP.PO ,(PN)* ~ AP . PN 
ec. , appartenenti ai punti N , O «e, presi in qualunque delle 
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altre cnrve > e corrispondenti alla stessa ascissa coi corrisponde j,. 
il punto M. 13 

§• 334- I^a quantità 'F(x^y) dovendo essere per ciascun 
punto M della curva EMF massima o minima, relativamente 
alle altre simili quantità corrispondenti ai punti N , O ec. , nel- 
le altre curve , è chiaro che anche la somma di tutte le quan« 
tità F(xyy) appartenenti a tutti i punti possibili E > G > M , F ec. 
della curva EMF , o corrispondenti a tutte le ascisse possibi- 
li da G in D , sarà nello stesso tempo maggiore o minore di 
ciascuna delle somme delle simili quantità F(:c/^ ) i F(a?,y) 
appartenenti a tutti i punti possibili R , ^ , O , S eo. , H > A > 
N,L ec-, nelle altre curve qualunque ROS,HNL, o cor- 
rispondenti a tutte le ascisse possibili da G in D . ^ 

Ma può essere la somma delle quantità F(jc^j^) maggio- 
re o minore di quella delle quantità F{oG/y)y senza che per 
ogni punto G della curva EMF la quantità F(a?,j^), che 
ad esso appartiene , sia nello stesso tempo maggiore o minore 
della quantità J' ( a? , [y ) appartenente al punto g a lui omolo- 
go in una qualunque altra curva KOS; imperocché la som- 
ma' delle quantità corrispondenti ad un certo tratto di curva 
EM , può esser minore della somma, di quelle che conven* 
gono al ti'àtto RO omologo di un' altra qualunque curva B.OS> 

e nulla ostante la somma di tutte le quantità da E in F supe* 
rare la somma di quelle da E. in S, e ciò per cagione dell' ec- 
cesso delle quantità da M in F sopra .quelle da O in S , il 
quale può superare non che eguagliare il difetto delle due pri- 
me somme ; cosi potrà esservi il massimo o minimo per un in- 
tiero arco di curva terminato tra due limiti , mentre questo v_ 
stesso massimo può non aver luogo per gli elementi od archi 
che compongono la curva medesima . 

§. 335- Spiegata distesamente la natura delle ricerche che 
siamo per intraprendere , incominciamo dalle cose più sempli- 
ci di questa dottrina per passare alle più composte» 



\ 
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Nella funzione V{X',y) di x e di y pnò la y trovarsi 
sotto i segni differenziali , o sotto ì segni integrali 9 o sbaraz** 
zata aifatto da questi segni . Si dice esservi sotto i segni diffe- 
renziali quando nella formazione della funzione entrano non so* 

lo a; ed j^, ma ancora le quantità (j^ )>(??) ce: essa vi è 

sotto ì segni integrali, quando la funzione è formata da x ^y ^ 

(£) ec-, f^dx y /'Ndor* ec, essendo M ed N funzioni di 

oc^yj (;^) ce. Cosìy — - xy e una funzione nella quale la y non 
è imbarazzata ne da segni differenziali, né da integrali ; la fun- 
zione x{^y — xy contiene la y sotto il seguo differenziale, ed 

^/(i H-(^))d;a?r— /(^) contiene la stessa variabile sotto 

il segno integrale ; d* ora in avanti tra le parentesi accanto al- 
la funzione F , noteremo la y con i segni da cui è affetta ; 
così F{x jy) ci indicherà una funzione nella quale la y non 
è imbarazzata da differenziali ed integrali. 

Si dimandi la relazione che esser deve tra x eà y ^ per- 
chè la funzione data F{xyy) sia massima o minima. 

Rappresenti j^ = ^ ( a? ) questa ralazione , ed avremo 

l?{x ^ ^{x)) per esprimere questo massimo o questo minimo: 
ora supponiamo che quella relaaione si muti , e divenga y t=5 
(p{x) H- 1^9 ovvero j' ==^(^) — i^ ( indicando per i una 
costante indeterminata , e per (o una funzione di x parimente 

indeterminata ) ed avremo le due funzioni F(a7 , ^ (a?) h* iw) , 
V {x yp{x) — 100), le quali dovranno esser maggiori di 
F ( a? , ^ ( a? ) ) nel caso del minimo , e minori nel massimo , co- 
munque d' altr' onde piccola possa prendersi V indeterminata i : 
sarà dunque , riponendo y per ^ ( a? ) , e scrivendo F per F {x ^y) , 

lP{x,y ^ m) - F(« , j) = £w {'J) ^ '^ (^!} H- ec. =. 

ad una quantità positiva nel minimo e negativa nel massimo f 
e parimente 
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SS ad una quantità negativa nel massima e positiva nel mìni^ 
mo; danqoe per nn ragionamento simile a quello fatto al §• 57 y 
concluderemo che per determinare il massimo od il minimo 

debbe aversi Y equazione ( j ) = o j da questa ricaveremo il 

valore di jf in a : la foozione F ( a? , ^ ) è massima se ( — ) è 

negativa, ed h mioima se positiva. 

Per farae bd esempio, sia F(*,^) =^* — - ay, ed avremo 

( j ) = ay — » = o , (~) =s 2 ; dunque tra tutte le linee 

che possono disegnarsi in un piano » quella y nella quale il qua- 
drato di una qualunque sua ordinata diminuito del rettangolo 
deir ordinata nell' ascissa > è uu miDimo , ha per equazione ay 
— X =z a essa dunque è una linea retta y nella quale le or- 
dinate sono sempre eguali alla metà deir aA^isse corrisponden- 
ti > e fa con r asse un angolo di cui la tangente è = — • 

§• 33^' Sapponiamo che ìz funzione > la quale dee direni* 

re massima o minima contenga x^y^e (^), sia cioè F(a;,^,(^)) 

ovvero F ( oc; , ^ , p ) , poiché noi d* ora in avanti indicheremo 

per p la quantità (^). 

Questa quantità (^)> la quale può considerarsi come una 

funzione cognita di x, allorché si conosce la relazione tra x ed 
^ , è in questo caso una funzione ancor essa incognita di x 
come lo era la y : queste due funzioni' però sono dipendenti 
tra loro , e si ottengono una dall' altra per mezzo della didè- 
renziazione . 

Sìa y = (p(^x) la relazione la quale rende questa fanzio- 
se massima o minidia > ed avremo p = ( p ) ; cosi il massimo 
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o mìnimo sarà F(a7»^9(^)). Quando p sostituito invece 
di y i rende la funzione massima o minima , se poniamo p 



iW) ovvero p — i(ù invece di jr , e perciò (^) h* ^(^)f 



(^) — ^C^) invece di (^)> le due funzioni che indi de- 



rivano 



dp \ . J f à^ 



F(«,45H-x«,(2)H-z(5^)) 



JX^ ^4lX 



P(«.,p-£G),(g)~.z(f-)) 



debbono essere minori dì ^i^c j p y(^)) nel caso del massi* 

mo ^ e maggiori «nel minimo 9 comunque piccola possa prender- 
si la costante i i dunque ( ritenendo y per ^ ) le differenze 



d<a 



F(a?,jf H-zWjpH-rCjr)) — F(«,^,p) 



d<a 



F(a? ,y — £« ,p — i ij^)) — F(« , j' ,p) 

debbono essere positive per il minimo e negative per il mas- 
simo . 

Queste differenze sviluppate in serie secondo le potenze 
di i per mezzo delle formale del §• 35 , sono 

e debbono essere negative nel massimo e positive nel minimo « 



V 
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Affinchè eia sucaeda per qualunque valore di i , bisogna 
che i coefficienti della prima potenza di i si annulliao da se 
medesimi , e che quei della seconda siano negativi nel massi* 
mo e positivi nel minimo: T equazione dnaque che debbe dar- 
ei il massimo od il minimo sarà 

• 

(«) «(f)-*-(5)(g) = °- 

Avremo il massimo quando il coefficiente di £* sarà ne- 
gativo , ed il minimo se sarà positivo. 

Ora r equazione (a) dovendo esser vera per qualunque 
valore di (o> è necessario che i diversi termini della medesima 

si annullino da se stessi ;^ avremo perciò ( — )=o, (— ) = o: 

queste due equazioni non possono sussistere nello stesso tempo 
a meno che tsse non abbiano un fattor comune funzione di 
^ ^ y j G p , il quale eguagliandosi a zero 9 vi soddisfaccia si- 
multaneamente^ o che una inchiuda in se V altre: fuori di que- 
sti casi > determinata in virtù della prima equazione > la rela- 
zione tra « ed jf ^ resta anche determinata quella tra p ed a? > la 

quale in generale non soddisfarà alla seconda equazione (^) = o : 

dunque non si può in generale risolvere questo problema quaur 
do si voglia che il massimo o il minimo sia preso relativamen- 
te alle due funzioni variabili ^ e p . 

Per quesfo ei conte uter^mo di ricercarlo relativamente al- 
la y y oppure alla p , ed avremo in questa, guisa due soluzioni 
del problèma : la relazione allora per determinare jy in a; ci 

sarà data dair equazione (~^) = o ovvero (2) = o > secon- 
do che avrem cercato il massimo o il minimo relativamente 
alla y od alla p . Vi sarà il massimo rapporto ad ^ se ( ji ) 
sarà negativa , ed il minimo nel caso opposto ; e relativamen- 

te a p, il massimo ed il minimo dipenderanno dall'essere (^} 
quantità negativa o positiva » 
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T'ì". §' 33?' Generalizzaodo questo ragionamento > sarà facile con- 
" chiudere > che se dimandasi la curva nella quale una qualun- 
que data funzione di « >J' >p » jy = (S) » ^ = (^) *^» ^^^ 

ba essere un massimo o un miniiDO) ^ potrà cercare il massi- 
ma o il minimo relativamente a ciascuna delle quantità y ^p ^ 
q 9 r ^c. j per il che avremo tgnt-e soluzioni digerenti ^ quante 
sono le stesse qaantità ; 1' equazione poi la quale conterrà la 
relazione che si conviene al massimo o al mioiimo ^ sarà in ge- 
nerale un' equazione difierenziale dello stesso ordine 9 del qua- 
le è la funzione proposta per diventare massima o minima • 

Facciamo un esempio. Si dimandi la curva EF^ per la 
'^ quale condotta in un qualunque di lei punto M la tangente 
TMf che incontri in T e t due ordiuate corrispondemi alle 
ascisse \AB = 77Z9 AG = ;z, prolungate se lia bisogno 9 il 
prodotto delle porzioni TN^f/z» intercette tra Tasse e la tan- 
gente 9 sia un massimo o un minimo . 

Chiamando « e ^ le coordinate della tangente Tf 9 abbìam 
trovata al §. 78. la di lei equazione così espressa 

P =5 jf — a? (^ ) -^ (^ ) ^ ; dunque facendo in essa ìk = w , 



« = 72 ^ avremo 

f C =^ — X (£) -h n (^) , e perciè sarà 

{;, H- (»* - *) (£)} {y H- (« - of ) (g)> , ovvero 

{y *^ {m — x)py {j' H- (« — *)i>} J* quantità che dcbbe 



• • 



essere massima o minima. 

Ora secondo ciò che abbiam detto qui sopra , possiam pren- 
dere il massimo o il minimo per rapporto ali* una air altra 
delle due quantità y e p • 

Prendiamolo relativamente alla variabile p 9 che determi- 
na la posizione della tangente 9 e le due coordinate x^y sa- 
ranno allora riguardate come date per ciascun punto della curva. 
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lodichiamo per F la quantità che dee divenir massima, ed 
avremo 

(0) = (J' •*•(« — «)P) (W — *) H- (j^ H- (772 — «)i))X 

( n — x) = o 

La prima equazione ci darà la ricercata relazione tra x 
ed y , che sarà (^)= (a*-'»-»)^ l^ seconda ci dice che 

il massimo ha Inogo in tntta la porzione di curva» per la qua- 
le le due quantità m — x ^ n — a? , hanno segni differenti , e 
che il minimo ha luogo quando queste hanno lo stesso segno; 
di modo che il massimo ha luogo per tutti i valori di a? com- 
presi tra i limiti m , /z , ed il minimo per quei valori di x > 
i quali cadono fuori di quei limiti . 

L* equazione poi ($^) == (a*-«--)J' si riduce a 

a logy == Z (^ — m) ^l(x — n) h* ?G , ovvero passando 
dai logaritmi ai numeri ,j^*==C(a? — m)(x — /z), essendo 
G nna costante arbitraria : qnesta sarà 1' equazione della curva 
ENMF> la quale goderà di quella proprietà di massimo. 

Scolio. ^ 

§' 338- Il primo dei Problemi di massimi e minimi, della 
specie di quei che consideriamo , fu risoluto da Neuton : egli 
nel suo libro dei principj dette la costruzione della curva dal- 
la rivoluzione della quale si genera un solido che soffre la mi- 
nor resistenza possibile movendosi in un fluido, ma ne occul- 
tò la dimostrazione. 

Nel 1696. cominciò a rivolgersi V attenzione dei Geome- 
tri verso questioni di questa fatta . Giacomo Bernoulli per il 

Tom. IV. Z 
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primo propose il famoso Problema della Brachistocrona o det 
la lìnea della più veloce discesa ,> si cerca in questo una cur- 
^j va per la concavità della quale discendendo un corpo, ginn- 
99 ga nel minor tempo possibile da un punto ali* altro , essea- 
9> do i due punti situati fuori della stessa verticale >> . 

Risoluto questo Problema da Leibniz , Neuton » de V Ho- 
\ pital , e Giacomo Bernoulli Fratello di Giovanni , fu da lui 

p oposto il celebre Problema degli Isoperimetri , nel quale cioè 
9> di tutte le curve che hanno lo stesso contorno si cerca quel- 
j, la che chiude il maggiore spazio >, . Giovanni Bernoulli , cui 
principalmente era diretto il Problema , non giunse a risolver- 
, lo, finché nel 1701. comparve la soluzione di Giacomo Ber- 
noulli inserita negli Atti di Lipsia . 

Altri Problemi di sirail natura furono proposti e risoluti 
dai Geometri , ed i metodi per i quali si giungeva alle lor so- 
luzioni , erano in ultima analisi quello di Giacomo Bernoulli re- 
so pili o meno semplice ; essi avevano sempre qualche cosa di 
particolare al Problema preso in considerazione > e lasciavano 
desiderare un metodo generale e comodo per trovare le equa- 
zioni differenziali , dalle cui integrazioni dipendeva la soluzio- 
ne di tali questioni. 

Questo metodo comparve nel 1744, e fu dato da Eulero 
nella sua Opera , Methodus inveniendi lineas curvas ma- 
ccima minimare proprietate gaudentes ; da queir epoca in 
. poi la ricerca di una curva , nella quale una cei^a quantità 
fosse massima o minima , non di pendè che dall' applicazione 
del metodo di Euler , ed in queir Opera immortale non solo 
si trovarono risoluti i Problemi tutti , le cui soluzioni aveano 
fatto tanto minore -nei tempi precedenti 9 ma ancora un' infini- 
tà di altri fors^ di maggiore difficoltà . 

Il metodo per altro di Euler era, per dir così, una combi- 
nazione di analisi e di sintesi.. Si appoggiava ad alcune con- 
siderazioni Geometriche , e del resto vi si adoprava il Calco- 
lo Differenziale ordinario . Il celebre Geometra dei nostri tem- 
pi r Italiano La - Grange riuscì a fare di quelle dottrine un nuo- 
vo ramo di pura analisi , sbarazzando intieramente il metodo 
di Eulero dalla Geometria . Egli inventò il Calcolo delle Va- 
riazioni , per il quale stabilì il simbolo da usarsi , e dette i 
fondamentali teoremi di queir algoritmo . 
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Eulero fu il primo a riconoscere 1* eccellenza del metodo 
Italianoo e da quel momento i Problemi sopra le curve che go- 
dono di qualche proprietà di massimo o di minimo» si censi- 
derarono come appartenenti ad nn calcolo affatto dKtmto dal 
Calcolo Difièrenziale . 

Pareva che per tali indagini nulla più restasse a deside- 
rare . Si aveva nn metodo generale per attaccare qualunque Pro- 
blema j e non si incontravano che difficoltà di puro calcolo ; 
pure restava ancora a farsi un importantissimo avanzamento^ 

Eulero , cui non vi è parte di Matematica pura o mista 9 
che non debba riguardare come y suo creatore > o almeno pro- 
motore , cercò di ricondurre il Calcolo delle Variazioni al sem- 
plice Calcolo DifFerenzìale : egli vi riuscì riportandolo alle dif- 
ferenze parziali : ecco come egli si esprime a questo riguardo . 
> Videbatur igitur calculus variationum^ omnino singulare cal- 
) culi genus constituere , vernm postqnam ejus indolem accu- 
y ratius essem perscrutatus t universum hunc calculum perspe- 
, xi levi fadta immutatione , ad secundam partem Calculi In- 
_, tegralis ,, ( e questa è quella degli integrali dell' equazioni 
a differenze parziali ) » cujus dementa in tertio volumine ope- 
)9 ris mei de hoc argumento exposui , reduci posse ^ Nov. Com- 
roent. di Pietrob. Tom. XVI. e Cai. Int. Tom- IV. 

Anche il celebre Geometra Frisio partendo da considera- 
zioni affatto diverse da quelle di Eulero j ridusse il Calcolo 
delle Variazioni al semplice Calcolo Differenziale. Si può ve- 
dere a questo proposito il primo Volume delle sue Opere pub- 
blicate in Milano nel 1782^ 

Ritornato così il Calcolo delle Variazioni a non esser che 
Calcolo Differenziale 9 è stato liberato da La - Grange da ogni 
considerazione d' infinitesimi > e ridotto alle quantità finite ^ di 
modo che non forma ora che una continuazione dell' ordina- 
rio metodo dei massimi e dei minimi. Noi lo esponiamo sotto 
questo punto di vista y e crediamo poter asserire cbe non si 
perverrà a dar maggior semplicità a queste dottrine di quella 
che esse hanno» trattate in cot^l guisa. 

§. 339. Veniamo adesso a parlare dei massimi e dei mi- 
nimi delle funzioni che contengono la y sotto il segno d' inte- 
grazione ; e per limitare in qualche modo la nostra ricerca 
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proponiamoci di trovare il massimo o minimo di una formala 
^^5* integrale /Y£ia?. . . 

Incomìncieremo dai casi più semplici per andare in segui- 
to ai più composti . 

Di tntte le curve HL,EF,RS ce, i di cui estrerai cor- 
rispondono alle stesse ascisse AG s= a, AD=: 6, troviamo 
quella per la quale /Yda? è massimo o minimo , essendo f 
una funzione di a; e di ^ . 

Indicando per ^C^jj») o semplicemente per T questa fun- 
3, si dimanda dunque la relazione tra x ed j», perchè- 1 in- 
tegrale frdx sia massimo o minimo , preso quest* integrale da 
X = a sino ad x =i b , cioè sapponendo che egli sia nullo 
quando x = a , e massimo o minimo quando « == o . 

Se noi indichiamo per ^ = ^(ar) la cercata relazione sarà 
f^{XiP{x))dx il massimo o minimo; facendo pertanto 
^ =s ^ -4- zu , y z= ip — i w , le due quantità 

ffr ( a? , ^ H* 1 w ) dx 
f'r{XiP — i^)dx 

saranno nello stesso tempo maggiori di /vix,p)dx nel mi- 
nimo , e minori nel massimo ; dunque ( riponendo J' per ^ ) 
le due differenze 

/Y ( a? , jr H- iw) dar — /y ( « j^') ci* 
fv(xty--ioi)dx-^/r{Xyy)dx 

saranno negative nel massimo, e positive nel minimo. 

Sviluppiamo in serie queste differenze .secoi^do le poten- 
ze di i , ed avremo 

le quali , sebbene siaco composte di no numera infinito di ter- 
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mini 9 ponDO però ridarsi a finire ove^ si- vuole per mezzo del- 
le formule per carcolare ì resti date al §. 36. 

Siccome possiam dare ad i un valore cosi piccolo come 
ci piace » così ( §.. 57 ) potremo* sempre ridurlo tale >ì che i due* 
primi termini 

i/ia{~)dx r — if^{^-)dx superino la somma di tutti quei* 

che seguono nelle respettive serie y e che in conseguenza cia- 
scuna di quelle serie sia positiva o negativa , se è positivo o^ 
negativo il suo primo termine : ora di quei due termini , uno 
è necessariamente- positivo r V altro necessariamente negativo ; 
dunque se per y considieriamO' aver sostituita quella: funzione 
di X che soddisfa al massimo o minimo ^ debbono necessaria- 
mente annnlTarsr quei due primi termini » giacché senza questo 
le due serie non sarebbero negative insieme e positive insie- 
me i dunque perchè vi. sia. il: massima O' minimo > dovremo* avere 

/^ ( ^ ) djc = a prendendo T integrale dar a? = a sino ad a? t= 6 r 
qualunque valore d^ altr' onde voglia* darsr ad (o\- 

Converrà poi che T integrale y*a)^(^) da; sia una quan- 
tità negativa^ nel massimo r positiva nel minimo 9 il tutto con. 
ferme alle Teorìe dei §§. 57 e seguenti .. 

La prima- di queste condizioni ci dà (^) = o , dà cui 
ricaveremo V equazione della curva cercata ; e la seconda è 
adempita > se ridótta* là quantità (^) ad essere una funzione 

della sola Xy rimane essa: jpositivai per tutti i valori di a? com- 
presi tra i limiti x=^ ay x z=z b y ovvero* negativa per tutti 
quei medesimi valori. Questa regola* meglio si comprenderà do- 
po il lemma che spiegheremo al §. 35 r. 

Se dando ad x tutti i valóri possibili da x' = a sino ad 

^ = 5, i valori di(y^) passeranno' dair esser* positivi air es- 

ser negativi e viceversa , allora nel tratto* di curva eia noi vo- 
luto > avrà luogo il massimo ed il minimo : vi sarà il massimo 
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per la porzione di qael tratto y ore quei raion saranno nega- 
tivi^ «d il minimo ove saranno positivi. 

§. 340. Facciamo a maggiore schiarimento qnalche esempio . 

Si cerca la curva , la qnale tra tntte le curve i cui termini 
«orri^ondono alle stesse ascisse , abbia il valore biella formula 

f *{[ dna — yy\ ydx massimo o minimo . 

Avremo per questo caso "^ = ( a'x — yy)yi -dunqac 
(— ) =x ù'x — $y =s Oj e r equajóone cercata sarà 
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La curva pertanto sarà una parabola Apolloniana . 

Per indagale se ha luogo ii massimo o minimo ) preodia- 

mo il valore di (^)» ed avremo 

(j-J) c= .~ 6;^ ss — 6 v'(— <i'a?) j dunque essendo {~i^ scm- 

pre negativo > conclùderemo che lia luogo il massimo • 

Per un altro esempio dimandiamo la curva nella quale 
il valore della formula 

y*( i5a'*a?jr — i^a'^xy •+ S^'V' — 3y^)dxf è massima o 

minima # 

Sarà ^ =5 i^à'^o^y — ^^a'^ocy h* 5^'^ — 3^ ; avremo 

<g) = isaV — no^K -h 15 tfy - 15^ 

=3 15 {a'x --f){<xx H-/~a'') = o. 

Il primo membro di guest* ultima essendo composto di due 
fattori y potremo in due modi soddisfare al Problema 9 ed avre- 
mo per ia curva ricercata o quella data dall* equazione yy == 
4x'x y o r altra rappresentata dadi' equazione y = ^'* — ìjlx . 
Ciascuna poi -di queste curve -esprime una Parabola ApoUoniana. 

Considerando la prima curva , noi abbiamo 

(^)= i5(aa'> — 4.>'V) = 30-«V(aa?).{a ~ <ìx)y la 
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qnantità (a' — 2x)a V(a^x) essendo positiva per tatti i va- _. 
lori della x à» x = o sino ad x => — ,. e negativa per tatti i 

valori al dì là di -^ > ne concluderemo- esservi il- minimo per 



2 



ì tratti di cnrvti- compresi tra i termina ot? = a , « = — , edi 

il massima per quei tratti al di là dell'ascissa -^. 
Per la seconda cutva^ sì Ba. 

(^)==3o(a'*ji~2/j====~3Pv/(a'*— a»).a(a^~2:r^ 

e si vede che da ^ =^ o sino ad ^ = -^ abbiamo^ il massimo; 

2 

da a? = — sino ad 0^=1 a' si Ba- il minimo ; e per tutti, i va- 

2 

lori di X al di sotto di zero 9 abbiamo sempre il massimo .. 

S' avverta che la quantità a si è considerata positiva*. 

§. 341- Di tutte le curve HLjEP,RS ec. , i cui estre- j^ 
mi corrispondono alle stesse aseisse AG =saf AI!)^=sSj prò* 
poniamoci di trovare quella EF, per la quale la quantità /"fdx 
è un massimo' o minimo > essendo T una funzione^ conosciuta 

di »,^,p = (g)\ 

Questo Problema potrebbe enunciarsi analiticamente cosi: 
indicando per "^ix^y^p) o semplicemente per "¥ una funzio- 
ne di or ,j^ » e jp 9 si dimanda là' relazione tra x ed jf , perchè 
r integrale f'^dx sia un massimo o minimo prendendo quest' in* 
tegrale da a? = a sino^ ad a? =: , cioè supponendo che egli 
sìa nullo quando a? £= a 9 e divenga un massimo o* minimo quan^ 
do a? = & • 

^Se noi indichiamo per y = ^(«) la cercata? relazione, sarà 

/^(a?, ^ ,(^))da? il massimo o- minimo; facendo pertanto 
jr = ^ «f. iw , j^ =3 ^ — iw , le due quantità 
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A(«?,;^-.£co,(g)--Ì(|))d« 

saranno iiello stesso tempo maggiori di /Y (xtPt {^))dx nel 

jninimo , e minori nel massimo i dunque ( pongo y per ^ ) Jc 
due differenze 

/Y(«,j,H.i«,(g)^i(£))d»-/i'(«,J-,(6))d« 

frlx,y -i», (£) -.«•(■g))d»-/'r(«,j-, (g))rf« 

.saranno negative pel massimo j te positive pel minimo . 

Sviluppiamo in serie queste, differenze ed avremo, indi- 
candole per D yjy j, 

ec. 

Su. 



Ora queste due serie prendono le forme 
Ai H- Br* H- Ci' h- ec. 
Ai H- Bi* — Ci' H- ec. 
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le quali sebbene siano composte di nn numero infinito di ter- 
mini , ponno però ridarsi a finire ove si vuole jier co^zzo del- 
le formule per calcolare i resti, date al §• s^. 

Dunque col medesimo discorso fatto al §i antecedente , pro- 
veremo che fintanto sussisteranno i primi termini di qc^elle se- 
rie , potrem prendere i così piccolo 9 che ossi superino le sona- 
rne di tutti quei che gli seguono » per la qual cosa le due «e- 
rie saranno necessariameete di segni contrari ; e che perciò quel- 
le due .serie non potranno essere ambedue positive , o amhe^ 
/due negative se non sì annullino i coefficienti della priQia po- 
tenza deir indeterminata i . Si proverà ài piii che vi sarà il 
massimo quandp i^l coefficiente della seconda potenza sarà ne- 
l^ativo , ed il minimo nel caso opposto: dunque il maissimo sa- 
rà dato dalle due equaziox^i 
A = o, B = ^ 

^ed il mÌDÌmQ dà 

A = o , B = H^ . 

Il tutto passa come nei Problemi ordinar) dei massimi « 
.xlei minimi . 

Perchè abbia loogo il niassùno p il .fninin^ , abbìa,mo .dii.9- 
,qne V equazione 

/•{'>'(?) H-(£)(^)> A. = 0; 
€ soddisfatta questa , debbe la quantità 

/{ t(^t) -i- <o(f:) (^|) H- (grC^)) -i* «»«r posirir, 

nel minimo 9 e negativa nel massimo 9 qualunque valore voglia 
dai-si ad co , facendo però sempre le integrazioni da x = a 
sino ad a? == ò . 
Facciamo ora 

Tom. IK A a 
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Per soddisfare alla prima condizione , supponiamo che sìa 
y"(wN -f^ '9 {■^^)) dx =s » ^ j3(o^ essendo « e /3 due funzioni 

dì a; e di p da determinarsi : differenziamo quest' equazione > 
ed avremo 

N« H-.P( J:) = (f*) -f- (^f)« ^ ^(1:), che ci darà tra i dac 



coefficienti indeterminati « e P queste tre equazioni (^) = o , 

Avendo dae quantità da determinare , e tre equazioni > 
troveremo un' equazione di condizione , la quale deve da per 
se medesima sussistere, acciò questa determinazione abbia luo- 
go ; tale equazione ci sarà data eliminando P per mezzo della se^ 

conda e della terza equazione i avremo pertanto ^ = C costante 

p=p 

(a) . N — -L dP = (5. 

TJ ultima equazione è quella di condizione ; la quale stabili- 
sce la relafzione tra le quantità N e P, ed in conseguenza tra 
«7 ed ^ , acciò la formula f^fdx possa divenir massima o mi- 
^ nima . Presa a capriccio una relazione tra x ed j^ , e determi- 
nati in virtù di essa i valori di N e di P , si può vedere 
se abbiamo indovinata quella relazione che rende la formula 
f'^dx massima o minima > esaminando se T equazione (a) è 
sodisfatta in virtii di tal relazione. Viceversa non conoscendo- 
si la relazione tra j^ ed o^^ questa ci sarà data dair equazio- 
ne ( a ) • 

§. 34*. L' equazione dunque della curva che gode di quel- 
la proprietà di massimo o di minimo , sarà 

N — ^ = o ; quest'equazione è generalmente parlando un'e- 

qunzione differenziale del secondo ordine; il suo integrale dun- 
que conterrà due costanti arbitrarie , per mezzo delie quali 
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potrem soddisfare a dne condizioni: ho detto in generale, poi- J»jg^ 
che se la funzione "¥ non conterrà p elevato a dimensioni mag- 
giori della prima , V equazione 

IT — ^ =z o sarà del primo ordine 9 poiché nel caso diverso 

€ntro la P si trova p , e parciò contiene allora dei termini 0- 

ve è ( ^ ) > cioè i differenziali secondi . 

Ma perchè effettivamente la cnrva goda della proprietà del ' 
alassimo g del miniamo per il di lei tratto EF^ bisogna che il 

valore G ri- Pw dell' integrale /(wN -j- (^)P )'^ preso tra 

i limiti a; = a , a? t=: j^ , sia cullo; per questo» supponiamo rap- 
presentata da il la quantità Pco , e* sarà C h* ^ quella espres- 
-sione che deve esser nulla da a? s= ^ sino ad a? = 6 : siii 
xlunque A il valore di n quando a? = a > e B quello della 
stessa Sì quando «?==&, ed avremo le due quantità G h- A ^ 
C -h B delle quali la differenza dovrà esser nulla ; dovremo 
avere pertanto B — A = o . 

A ^}aLt%i^ ultima /equazione soddisfaremo per mezzo delle 
crostanti arbitrarie 9 che entreranno nell' espressione di y » data 
dair equazione della curva del massimo 9 avendo nello stesso 
)tempo riguardo alle condizioni speciali del Pr<obkma . 

Così per esempio > se il valore di y corrispondente al prin- 
cipio ed alla iìne dell' integrale » ove le ascisse sono x =z a^ 
a; = .6 , è dato > allora il valore di w , che ne è V aumento ^ 
sarà nullo nelle due quantità A e B » € T «equazione A *~ 
B = o testa soddisfatta da se medesima . 

Si dice poi il valore di y dato per le due ascisse a: = a^ 
i)c = & ) q^iando la curva > per la qnale ha luogo il massimo 
o mìnimo 9 termina a due punti fissi , dei quali son cognite le 
coordinate^ o deve incontrarne due altre c«rv« nei punti cor- 
rispondenti alle ascisse a? =: a ) a? = & , giacché allora le or- 
dinate y che corrispondono a questi punti > sono espresse in a 
e h in virtù dell' equazioni di quelle curv£ , la cui natura si 
suppone jconosciuta* 
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Pig. Noi snpporrcmo prima j che la corra debba terminare a 

due punti fissi dati di posizione , ed io i seguito considereremo 

il caso in cui essa debba incontrare due curve di natura data. 

Si può giungere ai medesimi risultati per altra via . 

Per mezzo della regola d' integrare per parti , data al $. 

1089 sì ha 

/{wNh- P(g)} dx =/wNd« -t- Pw ^/«^da? =Pw 

/u «^ N — — J- d« , e perchè abbia luogo il inassìmo o mi- 
nimo, debbe esser nulla la quantità 
Pw H-/w {N — ^y dx tra i limiti «? = a , » = 6 . 

Per determinare la relazione tra x ed y y la qaale ci dia 

la curva cercata 9 facciamo N — ^ = 09 ed avremo allora 

questa relazione data in generale da una equazione differenzia- 
le del secondo ordine in 00 eà y 9 l' integrale della quale cour 
terrà due costanti arbitrarie . 

Patta la quantità /tu ^N — r} ^^ eguale a zero 9 resta 

il termine Pw 9 che è allora il valore dell* integrale 

/-{wN •+ P (j^ )} cfa? 9 \\ quale deve essere nullo da jc = a 



sino ad x=zb. Sia dunque A il yalore di Pw quando jc = a, 
e sia B il di lui valore quando a? ^= 6 9 ed avremo la diffe- 
renza B — A la quale deve esser nulla ; dunque B — A = o 
è r altra equazione che deve essere soddisfatta 9 .acciò It cur- 
va del massimo o del minimo ( la cui equazione e T integra- 

le dell' eqnazione N — ^ = o ) abbia quella proprietà tra le 

dne ascisse k = a y x == b . 

§• 343- Prinia d* inoltrarci di piiì in queste Teorìe fermia- 
moci a far qualche eseuipio . 

Dati due pumi M,N, trovare la linea piiì corta di tutte 
nnelle che si nossono far cassare per i aie<Ìesimii due punti . 
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Si sa dalla Geometria Elementare che questa linea è la pig. 
tetta , pure abbiamo scelto questo Problema semplicissimo per 
render facile la prima applicazione delle Teorìe qui sopra 
spiegate, e per mostrare il consenso delle medesime con le ve-* 
rità poQosciute d' altr' onde . 

La dottrina d^lle. rettificazioni ( $81. ) delle curve ci dà per 

k luoghezM di un arco qualunque la fomrala /c/jc \/ ( i H*jpp)> 

prendendo quest' integrale dall' origine dell' arco sino al termi- 
ne del medesimo ; la quantità dunque che dovrà per noi dive- 
nir minima, s^xk fdxV {i H-Pi>)> i termini dell' integrale 
corrispondendo alle ascisse AD , AG . i - 

Facciamo pertanto 'f = \/(iH*pp)> ed avremo 

dv s= ^ dp : Y equazione dunque che dar ci deve la 

relazione per il minimo, e che in generale è N — j- dP = 0| 
diviene dP == o , e perciò P 5= Cost-. 

Avremo dunque -tt— r — ; = Cost. e lo stesso j> sarà cgaa- 

]e ad una costante arbitraria n ; dunque p =2 n sarà V equa- 
zione differenziale della linea del minimo . 

Quest' equazione ci àk y =: nx h* m essendo m un* altra 
costante arbitraria ; dunque la linea retta rappresentata dall' e- 
quazione y z=i nx ^+ m sarà la linea brevissima da noi richiesta . 

Questo minimo poi sarà 

fdx\/{i ^pp) ^=fdx^{ I -^nn) = Ch-icv^(i H- «rt) = 

xy/{i -4-/2/2) — aV {i ^ nn) volendo che egli svanisca 

quando a? = a. Facciamo duaque jc = ò, e s'avrà \/l i^nn)X 
(b — a) per esprimere quella minima distanza . Assoggettia- 
mola ora alle condizioni di passare per i punti M ed N . 

Siano a , « le coordinate AD , DM che determinano di 
posizione il punto M, siano & , /3 quelle per il punto N; per 
r equazione B — A = o , che come abbiamo detto al §. an- 
tecedente , deve essere sodisfatta , si ha 

/ / , 1, ^^ V w" TTTzz — : w' = o essendo w'' , »' i valori dì w 
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jTjo. alla fine ed al principio dell' integrale . Ora dovendo passare 
^' la linea per due punti fìssi , queste due quantità w' , w'' sono 
nulle da se medesime ; dunque V equazione B — A = o è sodi- 
* sfatta da se stessa , e non ci determina cosa alcuna . Le due costan- 
ti m ed n rimangono per anche indeterminate; se però facciamo 
neir equazione della curva a? == a, a: == 6, siccome allora dob- 
biamo ottenere j^ == ^, ^ =:/3, così avremo queste due equazioni 

» =s TIU •^ Tft 

^ =1 nb ^ m 9 

dalle qaali si ricaverà 

72 = ^z:i, to:;=s^t— — > ^ ^* nostra equazione per la linci 

del minimo sarà 

y = ^~* X !-4- ^—-^ , nella quale tutto è determinato , 

Il valore poi della mìnima distanza MN sarà 

come si sa dalle proprietà del triangolo rettangolo . 

Se non fosse prcscritt?i la condizione di passare per dofi 
punti dati , allora 1' equazione B — A = o ci darebbe 

* = o , ovvero a = o , il che ci dice che la linea del- 

la più corta distanza corrispondente ai punti D , C , è una qua- 
lunque parallela all' asse , che ha per equazione y :== m come 
è per se medesimo evidente . r j 

In generale ossierviamo ,che 1? curya, nella quale /Tao? 
debb* essere massima o minima , è sempre una linea retta , se 
Y è una sola funzione di p . 

§. 344 Proponiamoci lo stesso Probkraa sotto un aspetto 

più generale . 

Date di posizione in un piano e la linea retta 1(j ,e4 
il circolo NHL , trovare la più corta distanza tra essi . Ci di- 
ce la Geometrìa Elementare che questa minima distanza si ot- 
tiene abbassando dal centro del circolo una perpendicolare so- 



IS 
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pra la retta: troviamo lo stesso risaltato col liietodo dei mas- p.^ 

simi e dei minimi . ^' 

Sia r equazione della retta 5 = ef , e quella del circolo 

{z — my ^ {u — ny == r\ essendo m ^n le coordinate del 

centro > ed r il raggio . 

Supponiamo che si prendano due punti M ed N, uno nella 
retta e V altro nel cjrcolo, e che riguardati come punti dati di 
posizione , si cerchi la minima distanza : questa V abbiam trova-* 
ta nel paragrafo antecedente rappresentata da 

v/((6 — a)*H- (P — «)•), essendo a c= FD , i = FC , 

ie = DM, i3 = NG. ^^ 

Trovandosi il punto M nella linea , ed N nel circolo , sarà 

m =:: eay fi =i m =t V{r — (6 — «)*)> ^ perciò 

(/3 — a)* = ^m — eaz±Vir^ — (6 — /i)*)}'i sarà dunque 

Per due altri punti M' , N' si troverà una simile espres- 
sione della distanza M'N% ponendo io quella trovata per MN, 
invece di a e di ò i valori delle ascisse corrispondenti ai pun- 
ti MSN'. 

Per risolvere il nostro Problema , bisogna tra tutte le di- 
stanze MN y M'N' ec. , trovare quella che è la minima • 

Questa distanza MN essendo una fuazione conosciuta del- 
le due variabili a^b^st ne determinerà il massimo o il mini* 
mo relativamente a ciascuna di quelle variabili > con 1q regole 
ordinarie insegnate ai §§. 60. e segg. 

Siccome poi quando è minima la distanza MN > è anche mini- 
mo il di lei quadrato ^ così cercheremo il minimo della funzione 

^b-^ay^ {TO~.eadt\/(r*-.(6~/^)*)}^ 

Secondo le regole suddette facendo questa quantità egua^ 
le a 2^ , s' avrà 

(^) = & — tt-h 6 {ct ~ €a rt v^(r^ — (6 ~ 72)")} = o 



f * 
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= O . 



Questa seconda cqtjazigji^ ^i riduce a quest* altra 



— m 



{/tt-ea=±V(,r--Ci-.«);)>=o^ 



si r!icaya da queste 4«e eq^uazioni 






et 



r;> 



72 






per trovare .09 si h^ 

h — a ^ TTze — e*a — & H- /2 = o ; 



*~» 



/ 



le due ascisse 4cinqad, coi corrisponde la mininit delle mini^ 

• • • 

me distanze 9 soqq 
a, = - - --^ 9 

V ( I -4- e* ) 

Da queste si ricay» 

^ ■ 

u = — — — , /3 = TO 



*5 Facciamo FI = a , IK = a , FQ == 5 , QB = /5, e sarà 
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tang. BKP ^ " - ^ -• - ^^ ' -. .^L-il 



Fig. 
>5 



PK »— ^ »^'-^-?£_a, 



e 



jta/25*. KFE j dunque BK è perpendicolare alla FG . 
Questa linea BK pass^ per il centro O ; infatti 

tang.OBR = |£^ = ^('■+f*) ^ = e = tang GFE = 

fa/z^.BKP; dunque OBR -^ RBP h» PBK s= i8o*ì dunque 
BO , BK sono per diritto . 

Nelle superiori espressioni vi era il doppio segno ; pren- 
dendo il superiore 9 come abbiamo fatto*;) si ha la minima di- 
stanza BK tra tutte le perpendicolari che vanno da un punto 
della circonferenza alla retta , e prendendo V inferiore , s* avreb- 
be la massima B'K.. 

Si vede come avrebbe dovuto trattarsi il Problema , se la 
più corta distanza avesse dovuto terminare a due curve qua- 
lunque . 

^. 345. In generale > quando il Problema dimanda che la 

curva del massimo o del ' minimo si termini a due altre curve 
(date , noi prenderemo per fissi due punti , ciascuno in una di 
quelle curve, e risolveremo il Problema come se la x;urva cer- 
cata passar dovesse nel suo principio e nel suo fine per tali 
due punti fissi . 

Snpponendo le ascisse per quei ,due f)unti a , i , le ordi- 
nate saranno F{€t) , <f>{b) > se le due curve sono espresse da 
quest' equazioni 

Trovata dunque la .relazioae che dà il piassimo o minimo 
per il caso dei due punti fissi, sostituita questa relazione nel- 
la formula f^Ydx del massimo o del minimo , se ne faccia Y ef- 
fettiva integrazionjB, quindi preso V integrale tra quei limiti da- 
ti, avremo iiqa funzione determinata di a e di 6 . Allora cer- 

Tom. IV. B b 
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Ficr. clicremo qnali debbono essere i valori di a e di £9 da cni so- 
no determinate le estremità della curva del massimo 9 nelle cur- 
ve- date 9 acciò tra tatte le cnrve rappresentate dalla stessa re- 
lazione del massimo o minimo 9 e che finiscono in dne qua- 
lunque altri punti delle curve estreme 9 si trovi quella per la 
quale la determinata funzione in a e 6 sia massima o minima. 
Questa seconda ricerca è nu Problema dei massimi e dei mi* 
nimi ordinar; 9 appartenenti alle dottrine dei §§. 57. e segg. 

Gli esempi renderanno più chiare queste Teorìe . 
16 Date due cnrve EE,FF descritte in uno stesso piano ver- 

ticale 9 si dimanda la curva MN ed i punti M 9 N 9 nei qnali 
essa deve segare le curve date 9 acciò un corpo grave giunga 
da M in N nel minor tempo possibile ; questo è il celebre 
Problema della Brachistocrona o linea della piiì veloce discesa . 

Secondo ciò che abbiamo detto qui sopra 9 divìderemo il 
Problema in due . 

I. Supponendo dati i punti M 9 N per mezzo delle coor- 
dinate AB 9 BM 9 AG 9 CN col metodo del §. antecedente 9 cer- 
cheremo la relazione tra x tà y^ che ci dia la curva MN del- 
la più veloce discesa 9 come se il corpo dovesse andare dal pun- 
to M ad N. 

IL Trovata questa curva MN determineremo analiticamen- 
te il tempo che s' impiega da M in N 9 e questo tempo sa- 
rà una funzione di AB 9 BM 9 AG 9 CN 9 ovvero semplicemen- 
te di AB 9 AG 9 giacché BM 9 GN saranno date per AB 9 AG 
in virtù dcir equazioni delle curve EE 9 FF ; cercheremo in 
seguito col metodo ordinario dei massimi e dei minimi (§60)9 
quali debbono essere le ascisse AB 9 AG 9 affinchè queir espres- 
sione del tempo divenga la minima 9 ed avremo in questa ma- 
niera i punti M9N (a). 



(a) Nel Calcolo delle VariazioDi si trattavano siffatti Problexoi sen- 
za questa distinzione in due parti ; ma oltre non guadagnar nulla in so* 
stanza rapporto alla brevità delle lor soluzioni , divenivano esse intrigate 
ed imbarazzanti ; e tanto più poi lo sarebbero state per le Teorie da noi 
spiegate qui sopra , ]e quali più non contengono le variazioni infinitesime 
delle quantità . Quest' idea di separare in due il quesito» la quale lo stesso 
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I Sia AB=a, AG = 6, BM=:«, CN=:^, AV=^y, p- 
PL = x: sia m V altezza dovuta alla velocità» con la quale ^^ 
il corpo debbe ìocominciare a moversi in un punto della cur- 
va EE per giungere nella curva FF. Quando il corpo sarà 
arrivato in L -, V altezza cui si deve la velocità , sarà dunque 
m H- HL , ovvero m ^ x — a : è inutile avvertire che noi 
consideriamo prÌ2?zoptale V jslssi^ degli ^ y p verticj^Ie quello de- 
gli a? • 

Nei corpi cke cadono per la forza di gravità , essendo la 
velocità proporzionale alla radice dell^ altezza , potremo espri- 
mere per V ( OT -+ ^ — .* ) la velocità del corpo nel punto L ; 

ed essendo questa ( §• 93 ) velocità = (^)> ovvero ( j^) • (^j) 
.quando 5 e ^ si riguardano come funzioni 4i * ( §- 71 )> s' a^rà 
V {m ^ ^ T- ») r^ ij-) • (£) > ed in conseguenza 

(£) = 7U^x~r)'(7.) = v(^^7)-^^.( i-^P*),^ naiadi 

y V( «-*•« — « ) 

Jjn. quantità pertanto che debbe divenir miaima è Fimiegralo 

fw(l'^/l\y^^ » preso tra i limiji x = tt,, ss = ^. 

Paragonando quest'integrale con ja formula f'Vdxt ^vteao 

-n 1^ y/.^^»x > ^ l' equazione N - ^ = o diverrà ,dP =? p* 

Diamo alla .€ost^nte arbitraria Ja fotpi^ 4" > essendo e 



• * • • • 



■ l . n 



Ealero giudicherebbe degna d' appartenere alla sua Opera ioiinortale i 
Methodus inveniendi Lineas Curvas ctc^^ mi fu somministrata dal Consaltoro 
di Stato Paradisi » Letterato insigne e profondissimo Geometra • 



\ 
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tin' arbitraria , ed avremo 1* equazione 

p I 

V ( «IH- *-*).V(TT^ — V? » ® questa eqnazione difFerenziale 

del primo ordine , sarà quella della Brachistocrona . 

Riducendo una tale equazione, si ha 
cp' = ( OT -i- » — «) ( I H-i>') , dalla quale si ricava 

P = (^) = \ ~^~^ > che integrata diviene 

y =J da;y — —_ _ ^ C , essendo C un'altra costante ar- 



bitraria ; e quest' ultima equazione sarà quella della dimanda- 
ta curva della più veloce discesa . Le due costanti G , e deb- 
bono determinarsi io modo che la curva passi per i punti M , N . 

L' equazione (£) = V ^^"^J J 1 ^ , diviene 

« 

( 5i ) ~ ~" V ^— » facendo e — ot — a? -f « = «: ora al §. 83 
noi abbiamo trovato 

di ) =* — -j-^ — per il differenziale dell' equazione della Ci- 
cloide ( Fig. II ) , ^ = v/ ( Q.ax — a?' ) H- Are. sen v. x , es- 
sendo = %a il diametro del circolo generatore , e ruotando que- 
sto nel descriverla sopra 1' asse degli y ; dunque la cercata cur- 
va del minimo avrà per equazione > == G — V {cu — uu) — 
Are. sen v. u , essendo C un* altra costante arbitraria portata 
dal! integrazione : essa sarà una cicloide ordinaria generata da 
un circolo , il cui diametro è e , e che ruota sopra 1' asse o- 
rizzontale degli y . La posizione particolare di essa dipenderà 
dalla circostanza di dover passare questa cicloide per i punti 
M , N . Póniamo nell' ottenuto integrale il valore di « , ed a- 
vremo 

>' = --v/{c(c — OT — xH-«) — (e — ra — a7H-«)*} — 
Are. se 71 V. (e — m — jcH*<ie)H- C, ovvero 
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— y {^<^{^ H- a? — ») — (m -+ a? — »yy — Arc.senv.X ^^5* 
(e — m — X ^ ol) ^Qy essendo C un* altra costante ar- 



bitraria , e supponendo = ^ il raggio del circolo cui appar* 

tiene quel seno verso. 

Per determinare queste costanti , osservo, che facendo / == a , 
debb' essere x -= a, ^ e facendo ;y =;= 6 ,, debh© aversi a; = j3 j 
avremo pertanto tra G e e queste due equazioni 
a ^=si --^ W {me — in) — Are. sen v. ( e — m ) -H C ,. 

fi ==i ~ y ^c(ot H- /3 — <t) ~ (ra -H /3 — «)*} -^^^c-se/2 V.X 
( c — m — j3 H- « ) H- C , dalle quali si ricava V equazione 

— aH-6 = \/(w2C — in) — ^ {^c{m^^ — «) — (toh- 
/3 — »Y \ •+ Are. sen ^. ( e — ot } — ^rc 5e;2 ^?. ( e — 

TO — f5 -h « ) » che servirà a determinare la costante e . 
la quest' equazione i due archi che b' incontrano , apparten- 

gono ad un circolo il cui raggio è ^i per ridurli al circolo 

che ha per raggio quello delle tav.ol©i, cioè T unità, scriveremo 

--- Are. senv. ( )•, e -- Arc.senu:^. ( : — J m 

vece di essi . 

• 

L' equazione poi B — A -=• o ^el ^. 342 sarà soddisfatta 
del se medesima, poiché considerando come fissi i punti M,N, j^ 
ove comincia e termina la BraeTiistoerona , sarà il valore di 
ix) in qnei due medesimi punti , nullo da se medesimo . 

§ 346 II. Cerchiamo ora V espressione dello stesso tem-, 
pò minimo t impiegato nella discesa da M in !N lungo la Ci- 
cloide che passerà per quei due punti . 

Abbiamo sopra trovata t = f-rf--^-^——. dx : poniamo 

in questa formula il valore di \^ {i ^ p" ) ^ che è 
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^'S- VT^^TIITT ' ""vero ^,._/l ,^.., avendovi fatt. 



A/{«( 



cfo; ) pbe si ridpce a 






f «= J ^(cz ' L]^ ^^ facendo z =s m^x — ^ . Qnest' integralo 

dee prendersi d^ a? ?= <? sino ad a? = fi , ovvero da z = wt 
sino as:;;=77iH-^ — «- 

L' integrale di quella formula è 

^ = \/(c) . 4rc. sen v. ^ f-{- E cost. arbit. , il quale preso tra 
i limiti dati ^ ci somministra 

to è il minimo tempo che può impiegare il corpo per andare dal 
pijntp M al punto N, o per parlare più esattamente, a questa 
quantità è proporzionale quel tempo minimo : essa rappresen-^ 
terebbe veramente quel tempo , se si moltiplicasse per il faci- 
tore costante -^ chiamando g la forza di g)*avit3 , o 1^ velo^ 

cita acquistata da mi corpo liberamente cadente in jin secca** 
do di tempo . Sarà allora t esprèsso in secondi . 

Per due altri punti qualunque M',N' presi nelle due cur- 
ve EE , FP , troveremo un' altra Cicloide che passerà per essi » 
'^ ed un' esp.iessione simile a quella sopra ottenuta , la quale ci 
darà quel minimo tempo che s'impiega ad andare da M' ad N'. 

Ora tra questi minimi tempi nei quali un corpo pesante 
va da «na curva all' altra » cerchiamo ancora il più minimo ; 
per questo noi differenziamo V espressione di t considerando per 
variabili le ascisse AB = 0) AC ^=^b f le quali, sono indipen- 
denti tra loro . 

Biguardiamo poi ra^a come funzioqi date di a; l3 come 
funziona di b , ed avremo per determinare a > ò > ed iii conse^ 
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guenza i punti M,N, queste due equazioni (^) = o, (^)=::o. -^^g- 



La differenziazione del valore di t ci somministra , facendo 

r > 
n V. 1!J!L±AzJl}. — Are. sen v.^X-i- 

f e J 



16 



f* = 


2(b»-+/3 — ») . 




2Vc ^ds' \ 




A/(e>\ / » 



-•(a 



i (^)> =0 



Vic).i '- ..(^ì ''- (^)> = Q,edi dif- 

ferenziali di e essendo dati dall* equazione trovata per deter- 
minarlo. ' 

Per semplicizzare il Problema ^ facciamo alcune ipotesi so- 
pra il valore di ro > e primieramente suppóniamolo nullo , va- 
le a dire supponiamo che il corpo , allorché si pone nel pun- 
to M 9 non abbia alcuna velocità > e cominci ad acquistarla 
nel momento , nel quale principia a discendere . 

L' equazione che determina e > sarà in questo caso 

-— a -i- 6 = ~ V{c(/3 — oft) — (p — n)*} ^S^ Are. sen v.x 
( a ) — — Are sen v. ^t^-^^-^^) ovvero 

= — V{c(^ — «) — (P~«)*} — -^ Are. sen V. X 
2fc-/3-t- ft) ^ ^. i8o' , da cui si ricava, prendendone 
i differenziali primi rapporto alU <z ed alla b > e ridticendo > 

V{c(^-- «)— .(^ — « )* } X ( I So* -4^ -4rc?. senv.X 



a 
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V{c(^ — *) — O — «)*}x(i8o' -i- Are. sen VX 

H£JlÉ±tl ) ] — a ( ^ — « ) ( ^ ) , che noi scriveremo 
più semplicementp 

L* equazioni ( ^ ) = o , (~) = o divengono in guest' L 
potesi 

(g)[^rc.se;2v.il^^v/{c(0 ~ « ) — (^ — «T}^ 
a(^ — »)]-^2c(^)==o, che scriveremo così 

• * 

. / • • • 

sostitniAmo qell* equazioni (a) i valori di (£)»(^)> .e4 a^ 
vremo •» 

_{N(i^)-^M>=K'(«) 

If^'j^^^Msa — K(^): queste ^due equazioni ci daranno i 

valori di a e di 6 , che si convengotro di minioiQ, <lopo che 
avremo però eliminato da esse il valore di e, per il quale ab- 
biamo sopra trovata 1' equazione. 
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Le due ultime equazioni per «altro ci danno -^'ff- 

^£) — ìSnc^ (^) == Fr:nL* * ^^ *^^^^°^ ^" xjonseguenza cho 

i due punti M , N sono quei , nei quali ^coudotte ]e tangenti 
,alle respettive curve ^ queste sono parallele tra loro . 

Se per un' altr' ipotesi si facesse ot =,« , cioè se la ve- 
locità^ con la quale il corpo grave incomincia a moversi , si 
«dovesse air altezza a j allora si traverebbe che i due punti 
M,N sono quegli» nei 'quali ja JSrachistocrona sega .ad au- 
>golo rcjto le ^curve date . Non ,ci tratterremo a dimostrare tut- 
to questo . 

§. 347. Supponiamo che la funziope T della formula /"fdx 

^contenga ancora ja :quantità ,q := ( j4) > ^^® ^^ ^^^ 

y{^^yyp^^)ì ® si /dimandi la curva biella quale /Tdjc è 
.massima o ,mÌQÌma . 

Se y h .appunto quella funzione in a'> *tc rende ;ia formu- 
la integrale un massimo o ijn minimo 9 ponendo y ^ fu)» 
y — /w invece di y , le differenze 

fi • , 

.debbono essere negative nel massimo » positive nel minimo.: in- 
4icbiamole per D , e J)\ e sviluppandole in ^wrie > secondo le 
potenze di r ^ avremo 



ec. j^dfa; H- eo. : saw (dunque P eguale «d tana serie' di qoc- 
sta forma 

• • • * » 

Tom. JF, Co 
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z A H^ ila ^ PC ^H ec. , e D/ « — f A H-^ i"B — £^C ^ ec. ; 
le due serie dunque 

£A H- £'B H- £'G H- ec. 
* — £ A H- £'B — £'C H- ec. 

dovranno esser negative udì massimo e positive nel minimo r 
per il che avremo 
A =5: o r B^= Hr nel minimo e^ 
A = o > B = — nel massimo ; 
perchè dunque abbia luogo il massimo a minimo debb. essere- 

/{"<") -*■ (E) (f ) -<- (£) (f )}'^* = ° prendendo r in- 
tegrale da « = a sino ad « =« 5; ed essendo soddisfatta q^iest* e- 
qnazione » deve essere la quantità . 

/{?(7Ì-) -«- «(g) (è?) -*• ^^•> ^^ P°^^'*"' nel minimo, ne* 
gativa nel massimo, qualunque valore voglia darsi ad. «-. Sia? 
cfY = Mdx H- Nciy -l- Vdp -t- Qf^g., e T equazione che deva- 
darci il massimo o minimo, sarà 
/{«NH.(g)PM-(S)Q>d« = o. 

Facciamo orar : / ' . ^ "^ ' 

/{coN H- (£)? H*(£")Q}<^«^ = ? r^ ^'-^ H. y(^)., e per. 
detfitminare « 1 ^ > y troveremo qneste equazioni. 

^*f^ - -, 

p"^^,cfy-P = o 

Q =s Or le Squali essendo una di più del numero delle in*- 

determinate, ci daranno una equazione di condizione tra 1 ;Coef- 
ficienti N,P,Q, la quale debbe sussistere acciò abbia luogo il 
massimo o minimo . Questa equazione tU condizione* conterrà 
la ricercata relazione tra «? ' ed j^ . « 
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Per uovavla , osserviamo che J?i xiifièrenziazione delle equa- 
;eioni , qui sopra otteoutp , ci dà 



* 

_LdV= —,d"<^t dalle quali, sottratte alternativamente una 
dall' altra , si ricava 

» 

jQnesta sarà T. equazione -di -condizione > la quale ci^darà 
V equazione della curva del massimo o minimo . Essa sarà io 
generale un* equazione differenziale del quarto ordine , il cui 
integrale conterrà in conseguenza quattro costanti arlHtrarie . 

Le medesime . equazioni ci danno 
^ = Co^t. = C 

y =: Q ; così s* awà 

/<"N H. (f:)P-h.(0)Q> d* = e H- <P _ ^,dQ> «H- 

Q{%)'' -dovrà dunque, la quantità 

C H- {P — Tx^Qy " *** Q w) ®sser milk da a: == a sin* 
ad X =ih . ' 

Rappresentiamo questa quantità per C h- ii > e supponen- 
do che .quando x =^a essa divenga C h- A, e quando a? = 6^ 
G H* B , dovrà essere C h* B — G — A = > e perciò B — 
A = o . 

Ora essendo J3 e y t3elle funzioni cognite 4i a? e delle 
costanti arbitrarie 9 che entrano nel!' equazione della curva del 
massimo o minimo , indichiamo per ^% 7' i di loro valori quan- 
do 0? =: a , a per ^" > y" quei quando a? = & j parimente in- 
dicando per w', (^y> wS (^y i valori di co e di (j^) per 
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i medesimi casi : avremo allora 

A = PV ^ y'(Ì^y , B = /3V' H- y' (£r, e quindi 

Qoest' equazione contiene in generale quattro- costanti ar- 
bitrarie , le quali , se il Problema non è assoggettato ad alcu- 
na condizione particolare, ponno determinarsi in maniera che 
i coefficienti ^'% /', /3', y si annullino da se medesimi r e co- 
sì sia soddisfatta queir equazione , qualimque siano w%oo''. Ma 
se vi saranno alcune condizioni speciali del Problema > dovre- 
mo avervi riguardo. 

Così, per esempio, se il valore di y. cortispondente alle a- 
scisse a? =2 a , oc == ò , cioè al principio ed alla fine dell' in- 
tegrale , fosse dato , allora il valore di co , che ne è T aumen- 
to , sarebbe da se medesimo nullo> in quei due punti , ed avremo- 
to' = o ^ co" = o i r equazione cui dovremmo' soddisfare si; ri- 
durrebbe alla 

y\jS — y'(£y = o ; se di più il valore di (g) fosse- an- 
che dato in quei due^ punti , il valore di (^)> che ne è F au- 
mento , sarebbe da se medesimo- nullo j e si: avrebbe 

(^ y = o , (^y = o , e tatt8? r equazione B — K sarebbe 

allora soddisfatta; in. questi ca^i le costanti arbitrarie restereb- 
bero determinate da quelle stessè condizioni speciali del Pro- 
blema . 

Quando la curva per la quale ha luogo il massimo o mi- 
nimo , deve incontrarne due altre date nei punti che corrispon- 
dono alle ascisse osi^z^za^ a7 = é, i valori dr^ a questi punti 
sono dati in virtiì dell' equazioni delle curve , e sarà allora 
Ci) = o in qupi due punti; se di più quella curva deve in quei 
due punti d' incoutro avere una determinata direzione nelle tan- 
genti , allora i valori di (^) in quei punti, saranno costanti, 
ed avremo 

(7*) =^' (rx)=^- 
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§. 348. Col secondo metodo del §• 343. può ancora giun- 
gersi ai medesimi risultati per altra via . 
Integrando per parti la cjnantità 



cf » \ TU /•/ ^W 



A^)Vdxr/C^.)Qdx, si ha 

f^7»^Q r ed in conseguenza: 
/{«N M- (£) P H-C^) Q) ir = ( P - £ dQ ) « .+ Q ( g) H- 

II secondo membro di quest** equazione- deve esser nullo 
tra 1 limiti x=: ay x=z à qualunque sia ur. Per questOr facciamo 

•^ — ^^P^^»^'Q = Or ed avremo' un' ccpazione tra x 
ed ^ y la quale determinerà la curva cercata . 

Il valore deir integrale sarà allora (P— £cZQ) co H- 

Q ( 5* ) » ^^ qnale se indichiamo per a ^ o supponiamo' che di- 
venga A quando- a? = o e B qnando- a? =r 5 ,. ci darà 1' e- 
qyazione B — A = o , cui si soddisfarà per mezzo delle con- 
dizioni del Problema e delle costanti arbitrarie , come abbiam 
detto sopra. 

Per farne qualche esempio , sia d» determinarsi la rela- 
zione- tra X ed y y che renda massima o minima la quantità 

Sarà in questo caso Y = ^ , e quindi 



-j— ny — "^ "P ^ p "2 • Avremo adunque 



.9—1 



M = o, N == ??LI^, P« - ^^?, Q = ^", da cui si ricava 



fto6 
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f .= /z/-' =^^ = «/-» ^ p, c quindi 

^.^'*Q =«(«— i)/- = (g)H-^dP; l'equazione dnnqws 
del massimo e del minimo 

^ ~ i *^^ ^ ^. ^'Q = o » diverrà 

o=.:J'(g)H-(/2— i)i>(g)', il cniiategrale èy-''p==C 
costante . Poniamo in quest* ultima «qirazioDe invece di p, il suo 
valore (g) , e si avrà., moltiplicando per dee, y*^\^ )dx = 
^dx , il cui integrale è ^1 = Ca? h- B ; la curva cercata ha 



dunque per equazione ^ = Car h- 3 ; € , 3 sono due costan- 
ti arbitrarie. 

Cerchiamo ora Y equazione della onrva nella -quale 
r!^~~ ( essendo R il raggio di curvatura ) è un mi- 

nimo. Le curve che godono di questa proprietà sono da JEor 
lero denominate curve Elastiche (a). 
JEssendo , come si sa ( §. 79 ) ' 

R = ' "y > avremo r =?= — -^\ e perciò non trovando- 
sì in Y né «7 uè _y , si ha 

li equazione dunque 



(a) Veggasi V Appendice all' Opera Methodus inveniendi Lìneat Cur- 
vas €tc. citata sopra ( §. 338 ) . 
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N — - H- ^ = o , si riduce a 

m 

^ * •= o , la quale è suscettibile subito d* uà* in- 



tegrazione , e diviene 

i^, — ^ == A , che è pure una differenziale del terzo grado . 

Quest'equazione si può ancora integrare in generale i in- 
fatti moltiplichiamola per qdx =2 dp^ ed avremo 

Vdp — qdQ = Acfp ; essendo poi 

di' = Pdp H- Qdq , si avrà 

Vdp = dY — Qdq ì U qual valore sostituito , ci dà V equazione 

d'ir — Qdq — qdQ =a Adp , l' integrale della quale è 

Y ~ Q5 =: Ap H- B . . 

Sostimi apjo per Q e per Y ì loro valori , ed avremo . 

— ^ ^=i Ap ►*• B , la quale mutando i segni delle xo- 



(i-*P*f 



stanti , diviene 

,?■ 
55 = ( Ap H- B ) ( I -{. pp)* , e perciò 

5 = ( i H-pp)y (Ap -^ B) = (g) . 

Da ■ qnest' ultima equazione poi si ricava 



(?,)-'' 






dfo? , 



piii)''' 



^ — = (£)^« » ovvero' 



dp 



5 






5 



dx r 



^^ 



(l-J-/>/J')*V(A/>H-B) 



J 
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gì' iobegralt della quali .equazioni dipeodono dalla quadrature y 
^. 349. In ' geoerale indicando per Y una funzione qualun-- 
que delle variabili a^i^jpjji.r .ec-> supponiamo che si di^ 
mandi ]a curva nella quale la formula ffdx è massima o mi- 
nima , prendendo quest' integrale da a? =r a sino ad x =1 b $ 
cioè supponendo che egli sia nullo quando p? <= <z 9 e che di^ 
venga massimo o minimo quando a; = ò . 

P4>Aendo j' H* iw , j^ — i w invece dì y , dovranno le dif- 
ferenze * 

esser negative nel piassimo, positive nel minimo. Sviluppando 
in serie aecondo le potenze di i , queste differenze diverranno 

rt Vf{~ ( €c. ) -I- ec. y dx 'i- ec. ; 

dunque perchè abbia luogo il massimo p il minimo ^ debb* esserle 

ed essendo soddisfatta quest* equazione, dobbiamo avere Isi 
(quantità 

positiva nel minimo, negativa nel massimo, qualunque valore 
voglia «darsi ad (o. 

Poniamo 4y c= Mdx H- Nffy M- "Pdp rh Qdq h- IR-dr H- ec. » 
e r equazione che deve aver luogo e per il massimo e per il 
minimo sarà 
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/{»N -»• P(g) H- Q(^:) -.- R(^^) H- ec.>d» = o. 

' Facciamo ora 

^(^)-i- ^'^^S^-^)» essendp •,fi,y cu., 

fanzioni variabili da detertninarsi . 

Se noi prendiamo il difTerenziale di qu«st* equazione > a** 
vrenio 

la quale doveodo egser vera per qoalQoque valore a coi piac- 
cia dare ad oo , ci somministrerà ia consegaenza le equazioni 



dx 




f,-^- 


= o 


p-^f:- 


-p 




-Q 



ec. ec. 



La prima di queste equazioni ci darà per a una costante ar*- 
bitraria > e le altre equazioni serviranno a determinare |3 > y > ^ e& 

E siccome il numero di queste quantità è minore di una 
unità di quello dell' equazioni j ne risulterà un' equazione di 
condizione ^ la quale dovrà esser soddisfatta perchè il massimo 
o minimo abbia luogo* 

Per trovarla osserviamo che la difTerenziazione delle equa*: 

zioni qui sopra ottenute > ci dà 

» 

Tom. IV, D d 
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i^d^.^N 




9 


= Ì;'^P 




= .^- '^"Q 




= S-. «^'J^ 



Da queste r sottratte alternativamente- una dall'" altra r si ri- 
cava l'equazione 

3Sr -, ^jrfP ^-Ld»Q — ^^d'R H- ec- = Or che non conte- 
nendo alcuna delle quanti^ « , ^ , y ec. , sarà l' equazione di 
condizione cercata . Essa avrà' luogo per il massimo e per il 
ininimo.; conterrà la voluta relazione tra a? ed y i e sarà ge- 
neralmente parlando ,• di un ordine doppio di quello della funzione- 

Il valore pertanto della y, il qnale' si ricaverà dall inte- 
grazione di queir equazione , conterrà uu numero- 2/2 di co^ 

stantì arbitrarie'. 

Le stesse equazioni 

(3H-£4y = P 

7 ^ £d5^ = Q 

ec. ec 

ci dannò" 



t" * I 



i- dv = F — 4- àO -j- d:^. -4 -f ec 



P;=i'-S'"<=''"""^ 



a^v..-,kd<i,^i.d'%-i;A'^ 



dx 



T ji-nT « .7>c ^^ ec; 



ec. 



6C. 



1 
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Facciamo ora 
il = Wj3 -f- y (^) H- ^(|^) H- ec.^ ed avremo 

y ^wN H* P(^) H- ecA s= IX -{- n ; e siccome quest* integra- 

I f 

le deve esser nullo^ preso tra i lìmiti a; = a , a? ;=? 5 ; così 
indicando per A il valore di n quando x^^=ayC per B quel- 
lo quando ^ = d , s* avrà 

^ H* B — Ci — A = o , ovvero B — A = o . 

Se poi noi segniamo con un apice le quantità .appartenen- 
ti al principio del? integrale , e con due quelle .appartenenti 
alla fine , quest' equazione si scriverà ancora così 

pw H-r (^) ^^ (^J H-ec. 

* * 

A quest' equazione dovrera soddisfare per mezzo jdelle 2/2 
costanti arbitrarie contenute nella telazioóe tra a? ed y conve-' 
vaiente al massimo o minimo. 

E qui generalizzando quanto abbiamo .detto al §. 347 , lì 
^concluderà che ridotte , in virtiì delle ,condizioni particolari del 
Problema , al più piccol numero possibile le quantità 

w' , (gy > (£t)' .ec, «", (£)", ( j^y ec, egnaglieremo a zc- 

■ • 

ro il coefficiente di ciascuna di quelle che resteranno , e così 
soddisfaremo all' equazione B — A = p indipendentemente da 
questte quantità , 

§• 350/ Se la quantità /Yc?a; > la quale diventar debbe mas- 
sima o minima , contenesse oltre le variabili x ^y ^ ancora nù' al- 
tra variabile z dipendente da a? > allora si opererebbe relati- 
vamente a questa variabile , come si è fatto . reljativamente ad 

y ; così indicando per p' , g' > r ec. le quanti^ ( ^ ) , ( ^ ) ec , 

nella funzione f^V {Xìy yp^q ec. Ztp , q ec ) dx sostituire- 
fno jillo stesso tempo j'^w, z ^ (9 in luogo 4i j» e di «, « 



2SI2 MATEMATICA SUBLIME 

facendone lo sviluppo , bisognerà che Y integrale della parte 
nella quale solo si trovano le prime dimensioni 

«,(g),(0) ce, {,(^j),(0) ce, sia nnlla, e l'integra- 

le di quella ove sono le seconde dimensioni delle stesse quan- 
tità , sia positiva nel minimo 9 negativa nel massimo j indipen- 
dentemente dalle quantità w e j ; dunque un ragionamento 
simile a quello fatto al §. antecedente , ci darà ( supponendo 

rfY = Mdx H- Ndy h- Pdp H- Qdq -h ec. ^ Kdz ^ ¥dp ^ 
Q'dq *^ ea ) queste due equazioni 

N — :i-dP ^T^^Q -. -Ld5RH-cc. = 
N' — J-dF H- ^kd'Q' — ~ d'R' -». ec. = o , 

dx dx* ^ dx^ 

le quali serviranno a determinare y e z in x . 

In seguito bisognerà relativamente alle quantità 2 e f sod- 
disfare a condizioni simili a quelle trovate per rapporto ad y 
ed co ; di modo che indicando per b y e ^gj e ec. delle quan- 
tità in z analoghe a quelle ^ > y > ^ ) « eo. ìq y si avrà 

e = 0' — . i- c£R' -i- ce. 

gss'B.' — ea 
ce. 

r 

e per mezzo delle costanti arbitrarie e delle oondizioni del 
Problema , dovrem soddisfare all' equazione 

>= 0, 

nella qnale le quantità Segnate con doppiò apice si diportano 
alla fine dell'integrale, e quell'altre si riportano al principio. 
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Noa ci fermeremo di più sopra quest* oggetto . Si vede poi 
come dovremo regolarci per uà' altra variabile u . 

Per un esempio di siffatti Problemi riprendiamo la ricer- 
ca della Brachistocrona che abbiamo già trattata al §. 345. e 
supponiamo che essa non sia assoggettata a star sempre in un 
medesimo pianp . 

Supponiamo che x iy ^ z siano le tre coordinate rettango- 
lari della curva descritta dal corpo, essendo sempre x le a- 
scisse verticali : s* avrà , come nel §. citato, y/ {m '^ x — m) 
per r espressione generale della velocità , e 

V{i -hi^y H- (-)'} == (£)) indicando per s r arco del- 

la curva- Chiamando poi t il tempo, il quale dee divenir mi- 
nimo , si avrà 

t = r^Jj^tr.±P!l) de , e perciò Y = ^^l:±Il^'l^ , 
Differenziamo quest* espressione > ed avremo 

t dp . 

Ora mancando i termini ove si trovi dy ^ le dae equazio- 
ni che risolvono il Problema, diverranno 

^ = 0, — ^-^^J ^® qpaXi integrate , ci danno 

C , F == D , ovvero , ponendo per P , P' i loro valori 
P __. G 



V ( <,-4-p* H- ^'» ) V (•-«-* — a ) 



fL.- . == D 



Dividendo queste dne equazioni nna per V altra , s' avrà 
r equazione i; t= £, cioè p' ^=z^py il cui integrale è z « 
—y ^^t essendo G > D , E costanti arbitrarie . 
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Qqest' equazione essendo quella di un piano verticale , poi- 
ché r ascissa x non vi si trova , ci dice che la curva ceret- 
ta^ è tutta in un piano; così questa supposizione che noi ave^ 
vamo fatta al §. 345 , nulla toglie' alla generalità del Problema. 

§. 351. Determinata la relazione tra le coordinate x^y^ 
la quale conviene alla curva del massimo o minimo 9 restano a 
stabilirsi i criterj necessarj , onde distinguere tali quantità una 
dair altra ; ma per questo ci bisogna premettere il seguente 
Lemma . 

Indicando perjr(a?) una qualunqua funzione di a? , e per 

f {x) il suo differenziale (j^)> di modo che /(a;) =/f'{x)dx 

5e la quantità f {oc) è sempre positiva per tutti i valori di oc 
da X =z a sino ad a? = 6 , essendo a < 6 , la differenza de- 
gli integrali che corrispondono a questi due valori di z , cioè 
f{b) — f{<^)^ sarà necessariamente una quantità positiva. . 
Sviluppando in serie secondo le potenze di o) la funzione 

f{x H- w), si sa essere (posto/(ac) = {£),f'{x) = C^") ec.) 
f{x H- co) ==f(x) -f- <*ìfix) H- —/*'(*') -^ ec. Dunque 



f{^x H- w) — /(«) =5 wf (a?) -{• —f'ix) H- ec; ora noi ab- 

biam veduto che possiam sempre impiccolire w finché renda il 
primo termine ^f{x) maggiore della somma dì tutti quei che 
lo seguono ; dunque sg f (x) è una quantità positiva , si po- 
trà prendere w positivo, e tale che tutta la serie *j^f'{x) Hr 

—f'^x) -H ec. abbia necessariamente un valor positivo; dun- 
que se f (x) è una quantità positiva , si potrà prendere w po- 
sitivo é così piccolo da render necessariamente la differenza 
f{x H- w) — f(oc) positiva . 

Poniamo successivamente in luogo di x le quantità a , 
a H* w 5 .a H* 2w , a h* jw ec. , a H* /zoo , e ne seguirà che 
noi potremo coir impiccolire continuamente w trovare in fine 
quel y alo re che rende le quantità 

/(.T H* 2w) — /(a; Hh w) 
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/(« H- 4w) —/{x -f 3w) 



/"(^ H- ( ra H- 1 ) w ) — jf ( a? H- «w ) 

tntte necessariamente positive ; dunque' ancHe in questo' caso la:' 
di loro somma; = /[m ^(/2-f-i)w) — /(^) sarà una: quan- 
tità positiva: . Facciamo a h- ( tz H- i ) w = 6 , s* avrà 



«■ 



6-a 



— ~t e si! concluderà che la quantità ^(6) — f{^) sa- 
rà necessariamente positiva se" tutte le quantità 

Sina a /'(a -H ^?Ì^^=^) sono positive. 

Dunqae a maggior ragione la quantità f{b) — /(et) sa- 
rà positiva , dando ad ce tutti i valori possibili da 0?= a si- 
no ad a; = 5 1 poiché tra questi valori si troveranno* necessa- 
riamente i valori 

prendendo per ri quel numero che a noi piace. 

Questo Teorema è appoggiato allo sviluppo delle* fnnzio-- 
ni in serie secondo le potenze intiere e crescenti di x > quan- 
do si danno^ ad x dei valori particolari : ora vi sono , come 
abbiam: veduto ( §• 39 ) dei casi nei quali questo sviluppo non 
può di natura sua aver luogo ; dunque in essi non sarà nep- 
pur vero il Teorema dimostrato ; e siccome dal divenire infi- 
nite alcune delle funzioni f {x) ^ f {x) ec. i siamo assicura- 
ti che lo sviluppo non è legittimo; così, affinchè possa dirsi che 
f{b) — f{ci) è una quantità positiva, bisognerà ancora esser 
certi che non soloy(ir) è una quantità positiva per tutti i 
valori possibili da a? = a ad a? = 6 , ma che ancora bessuna 
delle funzioni jf' ( a; ), y' ( wT ) ec , diviene infinita per alcuno^ 
di quei valori della variabile x medesima . 
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NecessariaiTcnte poi la {unzione f { oc ) o alcnna delle «ne 
successive , è infinita per un qualche valore di x , quando la 
funzione ^(flc) =^/dxf'{x) lo è per quello stesso valore; im- 
perocché lo sviluppo, cui sì eguaglia /*( a?) , dovendo in que- 
.sto caso divenire infinito, necessariamente lo diverranno alcu- 
ni dei snoi tcruiini . Questo succede allorché f(x) contiene 
qualche denominatore , il quale annullandosi per un certo va- 
lore di X j rende allora f{x) infinito . 

Che poi la differenza ^( A ) — f{<^) possa non esser po- 
sitiva quando alcuno dei valori da or = a ad x =^b y rende 
infinita f {x) j si può verificare co» un semplicissimo esempio . 

Sia f\x) = (Tir^-ji » ed allora sarà f{x) = ^^ . La 

f'{x) si conserva sempre positiva per tutti i valori reali di Xj 
ma tra questi vi è a? = i , che la rende -infinita, e la^(^) 
è positiva per tutti i valori al di sotto di a; = i , e negativa 

per quegli al di sopra y di modo che se facciamo a c=r — , 6 ^^ 2 , 

si ha /(i) — f(^) == — a — i = — 3> quantità negativa . 
§. 352. Questo premesso , incominciamo dal caso più sem- 
plice 9 quello cioè del §. gg6 nel quale la funzione V dell' in- 
tegrale /"fdx contiene solo a: ed y . 

L' integrale /io* (j?) do; debb' essere una quantità nega- 

tiva nel massimo e positiva nel minimo 9 prendendo quest' in- 
tegrale tra i limiti a? =?= a 9 a? = i&; il minimo* dunque avrà luo*> 

go se la quantità /w* ( ^ ) cfflp sarà positiva tra quei limiti tar 
li . Ora il Lemma precedente ci dice che questo succederà se 
appunto la quantità w*(^) sarà positiva per tutti i valori da 
X =^ a ad X ^=^ b y ovvero se sarà semplicemente una quanti- 
tà positiva la funzione (^) 9 giacche w* è sempre positivo; 

dunque ciò che si ricerca 9 sarà un minimo $ quando (^) 
( che puossi considerare come una funzione di ^ i da che vi 
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avremo sostituito il valore di y dato per x ) sarà positivo dan- 
,do ad X tutti i valori possibili da a; = a ad a; = ò , ed un 
massimo , quando quei valori saranno tutti negativi . 

E qui coerentemente a quanto abbiamo avvertito alla fine 

^el § antecedente aggiungeremo > che rappresentando ( jr) per 

F({c)^ è necessario che non solo giano tutti positivi o tutti 
negativi i valori di F{x) da a7=ra sino ad x =: 6 , ma che 

ancora le funzioni differenziali (^)y(^^) te. non siano in- 

finite per alcuno di quei valori . 

Supponiamo adesso che nella funzione f dell' integrale 
f'Vdx 9 il quale dee divenir massimo o minimo , si contepga ol- 
tre flc , j^ anche (^ ) = p . In questo caso V integrale 

/{«'(^)-..„(£)(i-)-^(,^r(^T)}d«. preso tra i 

limiti X ^= ay a? = 6 , debb' esser negativo nel massimo, posi- 
tivo nel minimo . Rappresentiamo questa quantità così ^ 

y ^wT H* 2oo(^)Q H* (^)*R J» cf^, ed osservando che la par- 

te sbarazzata dal segno integrale non può aver altro che que* 
sta forma a(i)^ , la di cui difTerenzi^le è 

l^'(^) ^ *^^'(£) > avremo V eqnazionp 



(S))»*H-a(Q-.)«(f;)^.R(g)')<i», nella qua- 

le possiam prendere per et quel valore che ci piace . 

Prendiamolo in modo che la quantità sotto il segno inte- 
grale abbia due fattori eguali : s' avrà allqra per determinare 

s 

è ) quest* equazione 

Tom- ir. H e 
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(P-(£))R = (Q-«)' (6) 

e quindi 



a 

dx 



(^!))'- 



Ora la quantità sotto il segno integrale sarà positiva o ne- 
gativa per tutti i valori di a? da x ^= a sino ad x = b t se 
lo è la quantità R ; dunque in virtù del Lemma del §. ante- 



cedente concluderemo che l' integrale 



sarà positivo se (j~) lo sarà per tutti i valori di » da « = a 

sino ad a; = 6 , e negativo se ( — ^ ) lo sarà per quei medesi- 
mi valori di a? . Dunque il criterio per distinguere il massimo 
dal minimo ci sarà dato dalla quantità (^-^); se essa sarà po- 
sitiva per quei valori di x > avremo il minimo > e se negativa r 
il massimo . 

A riguardo della quantità «00', se noi la indichiamo per 
(A) al principio dell' integrale , cioè quando a- = a , e per 
( B ) alla fine del medesimo y cioè quando a? = ò , bisognerà 
che sia (B) — (A) una quantità negativa per il massimo, e 
positiva per il minimo , ovvero nulla per i due casi , indipen- 
dentemente dal valore di co > che dee restare indeterminato ; co- 
sì se il valore di y fosse dato per mezzo dei valori a , 6 di 
x^j il valore corrispondente di w essendo allora nullo, s'avrà 
(A) = o, (B) = o, e la condizione precedente sarà adem- 
pita tanto per il massimo che per il minimo ; e se i valori di 
y non sono dati , bisognerà soddisfare all' equazione ( B ) — 

(^) = °- ... 

La costante arbitraria che V integrazione dell' equazione 
(6) introduce nel valore di aj , ci faciliterà l'adempire a que- 
ste condizioni * 
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E' qui avvertiamo che tutti questi criterj suppongono che 
nessnna delle quantità P , Q , R ed a. divengano infinite per al- 
cuno di quei valori di x compresi da a? = a sino ad a? = 6; 
così a quei criterj conviene aggiungere questa condizione , sen^ 
za la quale non potremmo esser assicurati dell* esistpnza del nias^ 
6Ìmo Q del minimo . 

La quantità ^ b la più difficile a riconoscerai se diviene 
infinita , poiché essa dipende dall' integrazione dell' equazione 
(ò)^ che il più delle volte non sarà integrabile; ma questa 
difficoltà non appartiene alle presenti Teorìe, e si farà tanto" 
iueno sentire , quanto più sarà perfezionata Jsi, Teorìa deir in^ 
^egrazione dell' equazioni . 

Nel Problema del §.- 343 la quantità che divenir dovea 
niassima o minima, era /^da? 1/ ( i H*pp)> dunque 

(-jTi) = -T, n » ovvero 

C^) = ^(^^^r )7> poiché si è trovato p =s /«, essendo n 

costante arbitraria ; ora questa quantità è sempre positivja , né 
diviene infinita per alcun valore dell* ascissa qp\ dunque vi a- 
vrk il minimo . 

Neir altro Problema del §. 345 la quantità che pqr un* a^ 
dattata relazione tra x ed y divenir dovea massima o mini" 
ma , era 



r^±L±PlL.dxi dunque 



ve «w-4-* — *) 



.<^ ^ = 7("^T3^) • T^j::^^^^ ^ ?«esta quantità essendo sem. 

pre positiva per tutti i valori da a? = <» sino ad «? = p , a- 
vrà necessariamente luogo il minimo . 

% 353- ^^ ;^^lJa formula differenziale "Vdx si eontiene an- 

che 2 = ( --^ ) , la quantità che dovrà divenir positiva o ne- 
gativa secondo che yi è il minimo x) il massimo, è l'integrala 
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-*• 



l/Wx /</*W. / ^'^ N . I ,J«U)x2,d*>Ì^ 



Diamo alla quantità sotto il segno integrale questa forma 



^ ^ dx' ^^dx^ ""dx^^ ^dx^^dx 

dx 



S(^'^)^; e siccome la difFerenziale di 



d^ \ ^ t d^ Ni v 



co-H-a^u)(^)H-y(^^J*è 



dx^ ' ^dx 



s|3u){^:) -t- 2y(f:) (0)> . s- avA cosi 
/dx{M«'-(. w S(^)) = .<o' -(• «|3co(£) -«. 

y(s)' -^- /'^«f ( M - (?,))"' H- a( N _ . - 
(g))«(£)-+a(P-P)«(^n-+-(Q-='|3-(£))X 

(^^)--^4(R_r)(fp(^n-t-S(£;)-}, nella qaale 

saranno rilasciate al nostro arbitrio le quantità 4» > ^ ? y . 

Determiniamole in maniera che la quantità sotto il segna 
integrale possa prendere questa forma 

/S {(^) -h /*(|^) H* Aw}-*(ia; ) ed avremo queste cinque e- 

quazioni 

SfA 5= R — y > 

Sa ==P — ^, 
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Sa* = M — (^) ' P^^ mez20 delle quali potrem determinare 

i valori delle cinque incognite et ^ fi j y y [z y x . 

L* equazione poi che determinerà ciascuna di queste quan- 
tità sarà ditrerenziale del terzo oi'dinc , ma trovatane una >. s» 
ne avranno subito le altre. 

L' integrale dunque 

/Scfjc {aco H-/x(^)-h(^-^)}*> sarà positivo o negativo tra i 

limiti X =^ a y X -= b y se il coefficiente S si conserverà posi- 
tivo o negativo per tutti i valori da jc = a ad jc = 6 ; dun- 
que avremo il massimo quando la quantità ( ^-r ) > ridotta ad 

essere una funzione di x per mezzo della trovata relazione tra 
X ed y y sarà negativa , ed avremo il minimo quando sarà po-r 
sitiva per tutti i valori possibili da a? == a sino ad x z= b . 
Per esempio . Nel Problema sopra le curve elastiche del 

^. 348 si ha Y = — ^^— ^ : sarà dunque (^~) = — ? — - > 

quantità che essendo sempre positiva > ci dà a divedere che vi 
è il minimo . 

Rapporto alla quantità 

«co* H- 2l3w(^) -H y($)% ^^^ ^ ^^^^^ ^^^ segno > se noi la 

rappresenteremo per (A) al principio dell* integrale , e per (B) 
alla fine , dovremo avere (B) — (A) = ó> ovvero dello stes- 
so segno che S, ed a qneste condizioni potrà soddisfarsi e per 
mezzo dei dati del Problema air estremità dell* integrale , e 
delle costanti arbitrarie 9 che introduce l'equazione determinaa^ 
te una di quelle cinqtie qnantità et ^ fi ec. 

Secondo ciò che è detto sopra ( §. 351 ) a tutte que- 
ste condizioni debbo' aggiungersi che nessuna delle quantità 
M,N,P,Q,R^S^ <^ y fi yy y fj^yX divenga infinita per qual- 
che valore di x compreso tra i limiti x z= a ^ x = b. 
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E qui potremo generalizzare il risultato e concluderne chp 
so u h y ultima delle quantità p ^q j r ec. , avremo il massi* 

mo se (^) e negati VQ , e4 il minimo se è positivo, per tutti 

i valori però da a? = a ad a; = 6 ; infatti se ot è il numcr 
ro delle quantità p ^ q y r . . . . u o il grado dei difFerenzia- 
li contenuti in Y , seguitando come abbiam fatto nei due pre- 
cedenti casi , vedremo che il numero dei coefficienti indeter^ 

minati fuori del segno / è y^"' '^ ll ; che il numero dei coef- 
ficienti indeterminati compresi nel quadrato sotto il segno è mi 
e che la serie degli aumenti del secondo ordine che riceve la 

Y^ contiene un numero di termini i^Lzt2lÌ2Litii 5 s' avranno 

dunque tante equazioni quante incognite 9 poiché 

^{J!!L±12 H-' m = L!!!-!ilHj?L±^ ~ i ; non vi è poi da teme- 

re che qualcheduna di quest* equazioni sia contenuta nelle al'- 
tre , poiché ciascuna contiene uqa lettera che non si trova io 
ijueir altre medesime . 

.-Se la quantità (^'^) npn avesse lo stesso segno in tutta 

r estensione della curva» vi sarebbe allora il massimo ed il mi- 
nimo insieme . 

Queste regole per distinguere i massimi dai minimi deh- 
bonsi al Geometra Le Gendre. 

§. 354. Noi abbiamo sia' ora considerati i casi , nei quali 
la funzione T della formula /fdx , era composta delle varia- 
bili V ^y ^ dei coefficienti diffi^renziali p ^ q ^ r ec. ; ora Y ovr 
dine richiederebbe che si prendessero in esame quei casi nei 
quali, pltre le suddette quantità variabili, entrassero a compor 
T ancora gV integrali /VJjc , fVdx ec , come pure gF inte- 
. grali degli prdini superiori al primo, essendo V,V' tante fun- 
zioni di a; ,^ ,/) , 5 ec. : anzi per considerare la cosa nel piii 
esteso punto di vista , si potrebbe proporre questo Problema : 
.„ Trovare li relazioìie tra x^y^, che rende la formula /"Yrf.r 
^, massimji o minima ., supponendo T composto delle quantità 
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)) variabili x ^ y ^ p ^ q co. , V , V , V" ec. , ed essendo le 
99 quantità V , V% V ec. > date da altrettante equazioni difFe- 
9) renziali di qualunque ordine tra di esse e le quantità x yy ^ 
9> p , g ea 9, . 

Ma per non perdersi in delle generalità superflue y io li- 
miterò molto questo Problema , e ne sminuzzerò la soluzione 
più che sarà possibile , onde i miei Lettori si rendano padro- 
ni del metodo , a segno di applicarlo a casi più estesi ; per il 
che fare son certo che non incontreranno gran difficoltà . 

Supponiamo dunque che si cerchi la relazione tra x ed 
y y la quale renda Y integrale f'Vdx preso tra i limiti jc =: a, 
07 == ò , massimo o minimo > essendo Y composto delle varia- 
bili X yy^p e di un' altra quantità variabile V, mentre que- 
sta ,variabile V è data dall' equazione differenziale del primo 

ordine {^) = ^, ed il secondo membro (p è composto anch' es- 
so delle quantità x ^y rp y^ . 

Se indichiamo per H- i6 e per — lY gli aumenti che ri- 
ceve V, mentre y diviene j/ =± f co e rappresentiamo quella fun- 
zione "¥ per "f" {x yy yp jy ) 7 avremo le due differenze 

f'¥{xyy^ib)yp^i{f^)yY^iÌ)dx--/'¥{XyyypyV)dxy 

I 

/Y(a:,j/-iw,p — £(g),V-iT)(fa?-/Y(*,>',p»V)rf.T, 

che debbono essere dae quantità positive nel minialo e nega- 
tivo nel massimo. 

Sviluppandole in serie per mezzo del Teorema di Tajlor, 

e ponendo A per ( ^ ) , B per ( ^ ) ce. , si avranno 

H- i/dx { Afl -^ Bw H- C(g)} H- ^/dx { Ff -i- sGflw 

"- i/dx { Afl' -i- Bw -t- C(^p} H- ifdx {FA'* ►{- aGd'w ^ 
aHd'(l;)H^Iw^-|,aKw(£)^L(|^,r}--ec., 
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nelJe qaalì due serie debbono prendersi gli integrali tra i lir 
miti wr = a ^ y == 6 . 
Facciamo 



ifdx {Ad H- Beo H- C(g )} = £ («d H- ìBu) H. ^^1^ 
e differenziando., avremo 

A. H- Bu> H. C{^) ='. . 4 -^. . . ?. H- « . ^ -<. /J{1-) -^ £ 



dx ^ dx dx . dx ^ dx ^ dx 

dV 



Ora osservo che se nell' equazione (^) = ^ poniamo 
y H- iw per y , si avrà 



aH'()(g) H. IV H- aK'co(l^) h^ L'(gr } h- ec. , 
essendo A' = ( ^ ) > B' = ( ^ ) ec. j dunque sostituendo , tra- 



veremo 



a«m(g) H- «IV-H 3«K'«(g)H-«L'(^;)'} -h Jl ec. 



Quest* equazione si pnò spezzare nelle quattro segue uti 

— »A' — ? = o 

dx 

- «C — ^ = o 



I 



I 




Ti 



i {«Fd* H- a«G'»w H- ««H'd(g) h- ec.}. 



Sostituito il valore di /3 preso dalla terza equazione nella 
seconda, si tanno le due equazioni 
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B — -«B' — £f ^c|-c) _3 Q ^ daijg qQj^ii eliminando « ^ si ri- 
caverà una relaziona tra a c^ y % la qnale <cì dà la ricercata 
curva del massimo o del jiiuiiqiQ . Trovata questa relazione si 
ponilo avere in seguito i valori per m e per fi . 

Jlia stessa relazione tra a? ed ^ , della quale qui parliamo i 
€Ì è data ancora > come yedi^gmo t iialla :seconda di quelle due 
serie rappr^esentanti le differenze dje d€Ì)]:)pno essere |^sitiv6 
;iiel jninimo ^ negative nel massimo • 

$* 355* ^^ quanto abbiam detto qpi sopra si ricava olu 
la prima di dette ,dne serie sarà 

.ae(^)(H~.-H')H.<(i-.«r)-i-5w(£)(K-*K')-*- 

(£)* (I^ — •^')} •<• ri-^^* { ec. } H- ec. 
Per ridurre k seconda , fuccìimo 

.ed avremo 

— A«' — Bw — C(?) = — .A^^fl'?—^(^")^«^H-?^. 

L' equazione poi ( -r-) = ^ > ci dà 

.aHY(g) -^^ ly H- .aK'«(2) H- I^'Cgr) H- ce, 

• y 

jB sostituendo troveremo 

— i { A«' H- Bw ^ C(^)} s= ^ z {«AY -H- «B'w h- 

Tom. ir. Ti 
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.c(ip H. «f: -f ^(fp -h 4*} -*. 4h. ^ {-F-.--^ 



a«GTu H- cc.^ -i- ec. 

Qaest* equazione ci dà egaairaente quattro . equazioni , di 
cui le prime tre sono le stesse (E) del §. antecedente , e da 
esse si ricavano in conseguenza gli stessi valóri, quindi la stes- 
sa relazione tra le variabili x^y, la quarta poi è 

g^ = — 7 {«Fr H- a-Cr» H- 3«Hd'(l;) ^ ec.} -f- ec. 
Dunque la seconda di quelle dae serie diverrà 

— z{«r-i.^w) H--^/<^« {(F--«P')4'*-t. 2W9'(G -- «G') 



2fl'(g)(H-«H')H< w'(I-«r)^2co(£)(K ~ 

«K') H- (^r . (L ~ «L')> - ^-!l-/d« { ec. > -i. ec. 

Scriviamo per semplicità M per F — «F; N per G — ^G' 
ec. ) e le nostre quantità prenderanno questa forma 

3Q«(g)-^R(gr}^i^/d«r{ec.>-^ec., 



«T ^ aQu)(g) -t. R(fp*} - ^/dx { ec. } ^ ec: 

esse debbono essere negative nel massima, positive nel mini- 
mo , presi' gli integrali tra i limiti or = a , « ac= è . 

Per trovare i criter; onde distinguere i massimi dai mini- 
mi , convella dunque cercare le condizioni ,. le quiaiU debbono 
aver luogo y acciò quelle due quantità siano nello stesso temr 
pò positive o negative . 

Facciamo per questo 

fdx{ Mft* H- aNwd H- ec. }• s=s gw* H- ^mò^ H- nò'' h- 
fdx {{ — ) '^ l{d ^ h^y^Viì e differenziando, sostituendo 



l_ 
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il valore di ^ trovato al $. antecedente, ed eguagliando i ter-«' 
mini simili nei due membri » avremo le equazioni seguenti 



dm 
dx 






N 


P 

fatta una stessa riduzione per 1' altro integrale ) quelle due 
quantità diverranno 



ira H- R A «-i- C'a ; 
RZ ^C'wz; 



fu 



Afl}*cf« 



ec. 



Zw s- h6y*.dx -j- ;ec. 

le quali «esser debbono negative nel massiaM;» positive nel mi- 
nimo estese tra i limiti oc = a y x =: b . 

Ora osserviamo che .0 e 0' sono generalmente parlando faa« 
zioni di i di questa forma 

I = a^ -f. U2 H- 1*9$ H- ec. 9 r = fli — ifla H- l'^a — ec. ; 

se dunque facciamo le opportune sostituzioni nei termini fnori 
del segno integrale, quelle quantità diverranno 

^/R "{ ec. 5^ *<fa? H- ec. 
— /R { ec. } *dx — ec. 
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Se dunque indichiamo per {aéi m*^w)' e per (^Ji ^ ^oa)* 

i valori di («ft h- /3oj) al principio ed alla fine dell'integra- 

le , dovrà esser nel massimo e minimo 

( afli H* /3u} )' — ( ^fli ^ |2w )* = Oy alla quale equazione si 

soddisfarà per mezzo delle costanti arbitrarie contenute in « e /5> 
avendo riguardo alle condizioni del Problema . 

Riguardo poi alla quantità 3«(f2 ^ g^^ H-2wJwH*^d*t 

per mezzo delle costanti arbitrarie che si troveranno nei va- 
lori delle incognite m^n^gy potremo fare in modo che essa 
si annulli o abbia lo stesso segno che ha V integrale f così Y cs-* 
serci il massimo od il minimo dipenderà dair esser negativa 
o positivo queir integrale . 

Ora tale integrale e positivo o negativo tra i limiti ar = a> 
^ zts òy se R , ovverà 

(^) — ^ij^^) ^ ^^^ quantità positiva o negativa da air == a 

ad ar =3 5 ; dunque il criterio per distinguere il massimo dal 
miaimo cond-iste nftir esaminare se* lì ^tfaotità 

(■^) — ^Ctt)^ negativa a positiva per tutti i valori possi- 
bili da ^ tre a sinFo «d or =^ ò r del ^\sa& ca9€^ si ha il mad* 
simo e nel secondo il mìnima. 

Il Sig. Legendre stabilisce per criterio eh© soltanto \-~) 

sia p^Mtrv^y o fMH^dvo; ^uestaf dìfivreazs tra il i^io risbltató 
e gaed^ ^i questo Geometra dipende dall' aver egli trasonra- 
ti qaeì termini del secondo grado che iatrodace la sostituzio* 

»e di g. 

Alla sopra ritrovata condizione del nnisfiiimo o del minimo 
conviene aggiungere che nessuna delle quantità M, N ec. » 
m , fK ec divenga- infinita per qualcuno dei valori di » com- 
presi tra a e 6 . 

Tutta questa Teorìa è stata da me esposta in una Memo- 
ria inserita nel primo Tomo dell' Istituto Nttionale Italiano. 
Qui r ho trattata di nuovo > ed ancora in miglior forma. 



^ 
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§. 356. Rendiamo più chiare queste dottrine con qualche 
esempio . 

Si dimanda la curva nella quale ffdx h massimo o mi- 
nimo 9 indicando per Y una funzione qualunque ^(V) di V> 

ed essendo V=/(ia?V(r •^ pp)7 ovvero ^ =3 V'( i H*jpp) • 

Paragonando queste quantità con le formule del §. 354 y 
si avrà 

A = (^), B = o, C = o, F = (^),G = o, H=:o ec: 
egaalmente 

V li -+^ ) 



L' equazioni (E) diverranno allor» 

^d\' dx 

— a -77-^ — : — ^ ss y le qnali ci daranoQ 

^ =5 e , essendo e , e' due costanti arbitrane v va. seguito so- 
stituendo i valori di ff e di ^ nella terza eqnazione » si trove- 
rà la ricercata relazione tra or ed y data dair equazione 

A qoest' equazione sì può dare anche_ la forma 
e H- /( ^ ) rfar = (^ ^ ' "*• ^ -gj , la quale differenziata, diviene 

^^v-' * -^(v-^tP) P* 

/•£?\ ^q ___ c'fy/(l-+pp } 

^dV^ V(i-*-p') P' ^ 



\ 
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Qacst* è un' equazione diffprenziale del s,econdo ordine ; 
e «iccorae il primo reembro è una funzione di V , cioè di 
fdx\/{ I ^pp) ^ così trovato da quest' equazione il valore di 
V , dato per p , 5 e e , ne prenderemo il differenziale , onde 
avere un'equazione sbarazzata affatto dai segni soramatorj. Sia 
F = o quest* equazione differenziale : essa sarà del terzo ordi^ 
ne , ed integrata ci darà per y un valore cbe conterrà tre nuo^ 
ve costanti arbitrarie : così , trovandosi già e » se queste co- 
stanti sono rappresentate da e ' , e'' , e '" , si avrà 
y ^=^'f{oc ^c\ e' , e ' 5 e"') , sarà cioè y eguale ad una funzio- 
ne di a? e delle quattro costanti arbitrarie e , e" , e" , e"" . 

Osserviamo che nel differenziare T equazione (a) avreo^^ 
mo potuto eliminare la costante e ^ lasciandovi la e . 

Disponiamo di due dì queste costanti arbitrarie che si tro*- 
vano nei valore di y . Suppónendo che i termini della curva 
debbano essere in due punti fìssi corrispondenti alle ascisse 
fl? r=: a ^ a? = 6 » ed air ordinate j^ = a% y = b\ determinia- 
mo q'\c"' in modo che siano soddisfatte queste .due equa- 
zioni 

^ =/(^ J^ ^o ^c ^c ) 

V =^ f{h ^c\ e' , e" , e'") > e ci resteranijo sempre nel valo- 
re ^\ y due costanti arbitrarie e > e' . 

Queste due costanti arbitrarie residue » le determineremo 
in maniera che i due valori di a, al principio ed alla fine dell' in- 
tegrale siano nulli « ed allora rifletteudo che i termini della 
curva sono in due punti fissi > la quantità co , aumento della y > 
è in conseguenza nullo in quegli stessi due punti : resteranno 
dunque perfettam^ente soddisfatte queste due equazioni 

(«9^ ^ jSw)' — {^olV h- |3u))* = o, ed il Problema sarà risolu- 
to, supposta però T integrazione completa dell' equazione F=== o' 
§• 357' ^21 senza passare per T integrazione dell' equazio- 
ne F = o si può addirittura determinare la natura della car- 
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va cercata per mezzo della considerazioDC dell* equazione (a). 
Rapporto ad nna tale equazione 

{e H-/(S)dxì^ -TT-^—Ti H- e = o, osservo, che deternii- 

Dando subito la costante e in modo che il valore di a 9 ^^^^ 

e .^f(^^)dx sia nullo quando 5C == 6 , si ha e' = o , ed in 

conseguen^ Y equazione diviene 

( - H Hrn~)dx) :^^fy = o , indicando per - H il 

valore di e determinato per queir ipotesi • • 

Quest* ultima equazione ci somministra dae nuove equa- 
zioni 



p 



(0 



f{^)dx =5 H (a): l'equazione (3) non conduce 

a cosa alcuna, imperocché differenziandola^ si ha (^) = oj 

ed essendo il primo membro una funzione di V^ da essa si ricava 
V eguale ad una qualche costante K, V =:fdx s/ ( i H-jpp ) = K , 
il cui differenziale è dx\/[\ -hi3p) = o,e quindi v'C IH- pp) = <>> 
e per p si ha un valore immaginario . 

L' equazione ( 1 ) poi si riduce a p =3 o , Ovvero ( ~? ) = o , 

il cui integrale è j^ = e'" essendo e' una costante arbitraria . 
Qnest' integrale è T equazione di una lìnea retta parallela air as- 
se , e distante da esso di una quantità c'^' : cosi acciocché il 
Problema sia solubile, converrà che i due punti siano posti ad 
egual distanza dair asse , ed una tal distanza ci determinerà il 
valore di e". 

Questa soluzione per altro non si può riguardare che co- 
me un caso particolare della soluzione generale. 

Per avere il criterio , onde distinguere se ha luogo il mas- 
simo od il minimo , conviene ( §. 355 ) vedere &e la quantità 

(^) — «(ji?)è positiva negativa: ora essendo f una so- 
la funzione di V, si avrà 



\ 
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( ^ ) = o ; essendo poi 

« = — H H- y ( ^ ) ay » ov« H rappresenjta %\ valore di 



f{-^)dx quando x ==: b , si avrà il massimo se 



tlV 



{H — /(^)(fa?}.--j-L_ sarà negativa, ed il* minimo se 

positiva ; ma essendo p = d, si ha V'( i H- Pp)' f= i i dunque 
il .massimo sarà dato dall' essere H — f{^)4^ negativa, jed 
il minimo dall* esser positiva . Dnnqae nel minimo .dovrà ps- 
sere /{~)dx <.Rf e nel piassimo /(^)dx > H . 

Sia T = MV* essendo M «na costante determinata , ed avremo 
/{~)dx « ^MfVdx . Ora V = fdxVX i H- pp ) = « 



</v 
quando y =c c"'i dunque 

jSi avrà dunque il massimo quando Mx^ > ìlb'^ ^ jed il 

minimo nel caso opposto. 

Se supponiamo pertantQ che le ascisse vadano .crescendo 
da 0? ss a sino ad ai =: b^ e che ivi si termini la curva ^ a*- 
vremo nel nostro caso uà minimo > poiché sarà sempre x mi* 
jiore di b . 

§ 358. Fin ora ci siamo occupati della pcerca ^i una 
curva 9 la quale godesse di una certa proprietà di massimo o 
di minimo .sopra tutte le infinite curve che poteano descriver- 
si in qualunque modo > corrispondenti però alla ^essa ascissa : 
al pr^esente poi ci tratterremo a parlare della ricerca jdi una 
curva y la quale appartenendQ ^d una .classe d' infinite curve 
dotate tutte di una proprietà cornane 9 debbe goderie di una certa 
proprietà dì massimo e di minimo ì come se > per esempio 9 tra 



3^- 
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tutte le cnrve della stessa lunghezza, si cercasse quella che g^o- 
de di una certa proprietà di massimo o di minimo. 

Le dottrine spiegate superiormente si applicano facilmerf- 
te al caso presente; infatti supponiamo che tra le serie infini- 
te di curve , nelle quali le quantità espresse dagl' integrali in- 
definiti /'«''cfa;, yYV^ ec. ^ hanno- tutte lo stesso valore, si 
cerchi quella curva in cui la quantità /"Vdx sia massima o mi- 
Dima . Se rappresentiamo per a , J3 , y ec tante costanti arbi- 
trarie, e cerchiamo con ì metodi sopra spiegati quella curva 
(E) per la quale la quantità 

f"Vdx ^\- af^'dx ^ ^f^Y'^doo^ ec- è massima o mìnima, que- 
sta stessa curva sarà la ricercata . 

Tutto questo è jdi una facil dimostrazioue ; imperocché sup- 
ponendo trovata -questa curva (E) , e facendo allora 
f^dx = A , af^'dx t= B , ^f-v'dx = C ec, si avrà la quan- 

tità A -+i B H- C H* ec. che sarà maggióre o luiuore di tutte 
le simili quantità nelle iufinite curve possibili che possono cor- 
rispondere alla stessa .ascissa . Tra tutte .queste infinite curv« 
possibili ve ne sarà un numero parimente infinito, per le qua- 
li stando fisse le quantità B , C .ec. , la quantità A .sarà in es- 
se minore di quella corrispondente nella curva (E), per esem- 
pio tra tutte ie .curve possibili ve ne sarà una cui corrispon- 
derà la quantità 



"A ^ B -i- e H- e© , 


una cui 


'A M- B -f C H- ec. j 


1 una cni 


A H* B -h C H- ec. , 


• 

, e questa h Ja .curva (E); una cui 


A' H- Bh-Ch-cc. , 


una cni 

« 


A" -i- B H- G H- ec. 3 


) una cui 



ec« <ec* 

s ■ 

essendo ce. , " A <: ' A < A ; A > A' > A'' ce. : dunque que- 
sta curva medesima (E) «ara quella per la quale y^cfa; è un 
massimo o minimo ^ essendo nel tempo stesso costanti le quantità 
f'i'dx , f^v'àx ec. 

Tom. IV. . G g 
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I coefficienti » , ^ , y ec. si determineranno in maniera che 
gì* integrali f^'dx , f'V"dx ec , abbiano appunto quei valori 
eoBEsuti che gli assegna il Problema . ^ 

.'••4: criter) poi onde distinguere il massimo dal minimo, sa- 
ranno gli stessi di quei della sola formula f-Ydx , le altre es- 
sendo costanti . 

§. 359. Facciamone un primo esempio. 
' ^Tra tutte le curve, nelle quali la formula; /y«d« ha lo 
«tcstìo valore, si ricerca quella io cui- il; valore^ 4elja formula 
fyydcc è massimo o minimo: supponendo che i termini delle 
medesime debbano corri^ndere all'ascisse «,==a., ac=^b* 
o che quelle formule integrali debbano estendersi tra i limiti 

Secondo ciò che abbiamo detto qui sopra, il Problema si 
rìdtìtìe a. cpreére la relazione che debbe aver luogo tra x ed 
.j^*iaPHià^l*.<lW8ntjtà fyydx -i- nfyxdx, ovvero 

fl'jyyù^ ayx \ dx sia massima o minima , prendendo 1* inte- 
•gralè''tra'i' nmiti a: = a , a? ==» & . Se iadichiamo per T la quan- 
tità yy -^ ayx questa relazione ci è data f § 335) daU' equazione 

\^) = o.y '^ «5c =3 o: soddisfa diiiìqde ài- \ittcsito y .^' — 
:5, che è wx; equazione alla linea retta . Il minimo poi è quel- 
lo che ha luogo, imperocché (^) eguaglia una quantità po- 
sitiva . 

Supponiamo ora che il valore della formula fyxdx, che 
debbe essere lo stesso in tutte le curve, sia = m quando si 
prende 1' integrale tra i limiti _ a; = a , a; == 5 , e potremo fa- 
cilmente determinare «;. infatti essendo 

j-f _ 't*)xdx = ~{a? — V) preso tra i limiti a; = o, a? = 6» 

avremo 

±(a' — 5^ ) = »2 , e quindi « « -^, , e la cercata relazio- 

ne diverrà 
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S"» X. 



Fig. 



^ i» — «' 

, • • • kI 

La linea retta rappresentata da questa ultima equazione^ 
passa per T origine delle ascisse > e fa con Y asge un angolo > 

la cui tangente è jrz'ji • 

Una tal retta gode di questa proprietà , che tra tutte le li- 
nee o rette o curve , i cui termini corrispondono allo ascisse 
a; c=: a > 0? =s &> ed in conseguenza delle quali il valore di 
fyxdx preso tra quei limiti , è eguale ad m , essa faa il più 
piccol valore per la formula /j^^djc- 

Tra tutte le curve del^la stessa lunghezza , le quali uni- 
scono i punti a^z^ si cerca quella che racchiude la massima 
superficie a A Z ^e • '7 

La proprietà comune a tutte le curve tra le quali si cer- 
433 quella del maBsimo , è Y essere coétetite il valere della- loro 
lunghezza /dx^/{ i -i-pp )>e la quantità che dèe dive^itaif nìas- 
sÌQia è /ydxi dnnquid. oei<$^r«mo la relazione tr^ ap e^ ^, ^ij^ 
fydx H»«i/¥fyti:tfe^;^J>)i ovvero . .-:.i^ . . :i 

fdx -^y (TÌP'jtj^ (il •i^,ìR|^)J,§jgi massimo o, miqimo, esspjì^jt 

una costante indeterminata . . '^'* 

Secondo la regola insegnata ài §341 peP titovarc il mas- 
€Ìmo. o mioimO'dplla ibrmuia^/^Tdcc 9 si h^a la cerp^t^ ^i^ejazio- 
ce data da quest'equazione . - • ^fi5 o. 

1 ■ 

* — ji'^C-TTT^rTT^) = o» ovvero 

A d ( -77— ^-— -T ) sEs Ja; , il cai integrale è 

*4— — = a? ^ e , essendo G una costante arbitraria . Da 



• • • » V,. ' 
f • ' 



quesc' ultima equzione si ricava 
<<r \ « -4- e 



( 5« ) ~ v(** *(»-«•€)*) » *^^ egualmente si integra , e si ta 



N. 
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TI* 

^'^^^ y =. C =t y/(a' ^ {x ^ Gf), ovvero 

a* = {y — C')* H* (a: -4- C)* , che è T equazione generale del 



\ 



circolo i concluderemo dunque che un qualunque arco di cir- 
colo condotto per i punti a^z fra tutte le curve della. mede- 
sima lunghezza > rinchiude la massima o la minima superficie ^ 
è la massima se V arco volta la concavità ali* asse , e la mini- 
ma se volta la convessità. Le tre costanti « , C , C saranno 
determinate dalla posizione dei punti fissi a ^ z ^ e dalla data 
lunghezza dell' arca . 

E qui osserviamo che Y arca circolare az condotto per i 
termini a^z non sola racchiude il massima spazio aAZzy ma 

ancora una qualunque altra linea aCED^ condotta da un ter- 
mine a air altro z % racchiude insieme con V arca la massima 

superficie; infatti se T area aAZz è massima > sarà ancora 

aAZz— aAG — aZD h* CED una quantità massima per 

essere di una grandezza costante le quantità a AG > :zZD > GED> 

qualunque linea prendasi per az . 

§. 360. Consideriama adesso il caso nel quale la formula 
che dee divenir massima o minima sìa composta di varie for- 
mulp integrali . . ^ . : . . , 

Sia questa formula /Tcf a? xy>^A^ > il prodotta cioè delle 

due formule integrali /T dar, /^ da > e supppniaflia che "¥ ^ p 

siano funzioni di x ^y ^p f ài moda che sia 

d Y = Mdx H- ISdy ^ Vdp , 
dp == Wdx ^:N'dy -h Fdp. 

Facendo j^ =fc w invece di y , si avranno le differenze 

f^rdx xfpdx , 

fYdxXfpdx^ che debbono essere ambedue negative nel 
massimo e positive nel minimo . 
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Sriluppiamole in serie per mezzo del Teorema di Tajlor, 
e diverranno 



( 7^) (7**)} H* Z — Y H- ec. , ove Z tappresenta la tota-' 

lità dei termini nei quali u, (j?) formano due dimensioni; Y 

]a totalità di quei nei quali dette quantità formano tre dimen- 
sioni ec. 

La relazione dunque del massimo e del minimo ci sarà 
data dair equazione 

ed il criterio per distinguerlo dall' essere Z una quantità ne- 
gativa nel massimo 9 posinva nel niinimo . 

Ora la regola d* integrazicrie per parti ci dà 

fdx {N« H- P (g)} = P« -*-> {N ~ g} cf^ , 



fdx {N'w -i- P'(£)} = P'w -4- /co {N' — g} (fa; ; dunque la- 
relazione del massimo e minimo sarà contenuta nell' equazione 

estendendo le integrazioni da a? = a sino ad x =i b . 
Spezziamo quest' equazione nelle due 

f(pdx ' 

/"{N-s>'^«-*-^'/»{N'-f ><f* = o, e la prima 
di queste equazioni sarà soddisfatta da se medesima) poiché la 
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curva dovendo passare per dne ponti fìssi 9 il valore di w in quei 
punti è nullo da se stesso . Riguardo air altra , se noi indichia- 
mo per una costante e il rapporto dei due integrali yVc?a? yf(pdx 
estesi tra i limiti a? = a , a? = ò , avremo • 

/w {N ~ g}dx H- c/(o {N' ~ ji}dx = o , che differea. 

■ • 

ziata e divisa per ^u)dx j diviene 

N.H* N' — (? H* —) e = o> che somministra la ricercata rcr 



dx dx 

lazioue tra a; ed j^ per soddisfare alla ricerca del massimo o 
minimo .^ ' 

Si trovqA da questa il valore di y , il quale conterrà la 
costante e : sostituito in seguito questo valore di y n.elle formule 
f^doo yftpdfX y e fatte le effettive integrazioni tra i limiti «? := a> 

«? = &, si' avrà per esprimere il quoziente y--* una funzione di 

• • « 

a^b^c ^ Ja quale eguagliata alla stessa e 9 ci darà un' eqiia* 
21006 che servirà per la determinazione di e • 

Per una jpii^ grande estensione 9 ed un maggiore smìnuz^ 
;BameDto di queste dottrine, si veda la citata Opera di Euler 
jMletJiodus inveniendl lineas curvds etc. 

Facciamo un esempio. Si dimanda la relazione tra x ed jf, 

affinchè 1 espressione y3'da.yd«v'(i -^P/>) sia un minimo. 

Avremo in questo caso N = i , P=ai o> IJ' ?= p, p' =?: 

-- — S ri sarà dunque 

m 

1 di ,, *' — r) = o > che integrata una volta , diviene 

X ^ g-=t e ^ * — .— ) essendo g una costante arbitraria agginur 

ta neir integrazione . 

Ricavando il valore di p da quest* ultima equazione > si h^ 

(^) =t= •^, — ^^t£ — ^ , di cui F integrale è 



y ^fzìi v^ ( ce — ( A? H- gy ) > ovvero 
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(y — jfyH*(a?-i-5')* = c', essendo f nn' altra costante ar- 
bitraria . 

L' equazione {y — jf)* H* (a? H* 5*)* == c% è V equazio- 
ne di nn circolo 9 il cui raggio è e ; per determinare e , biso- 
gnerà porre il valore di j^ e di p nei due integrali fydx^ 
fdx v^ ( I H* pp ) » quindi effettuate V integrazioni ed estese da 
X zzn a sino ad x = b j eguagliarne il quoziente alla stessa e: 
si avrà allora determinato in a e & il raggio di quel circolo . 
Le due arbitràrie jf , g basteranno per determinare il passaggio^ 
della curva por due punti fissi . 

L' arco poi del circolo che soddisfarà al quesito 9 dovrà 
voltare la convessità all' asse : allora V area compresa essendo 
la minima 9 il prodotto dell'area nella lunghezza 'dell* arco sa- 
rà anche un minimo . » . > 

§. 361. Dalla ricerca delle curve dovrebbe^ addarsi alla 
ricerca delle superficie , le quali godono di una cerni proprie- 
tà di massimo o di minimo ; ma a questo riguardo le dottrine 
sono nel suo nascimento 9 e molto ci vorrà prima che* f)OS5a 
aversi una Teoria completa per quest* indagine : non ostante" 
noi ne parleremriio qualche poco . '••' * 

Sia. a una foBSTond qmluóque delle variabili xì'y^'P^ 
facciamo .,'^ . ^... . , . , 



, . A ^ • ; \ * » 






r ' 



ec. 



t » 



Supponiamo che si dimandi la superficie ^ nella quale una 
certa quantità ffVdxdy è massima o minima . 

La quantità V può essere una funzione soltanto òì x t 
di y: può anche esser formata dei coefficienti differenziali par- 
ziali p,p%g ec. : potrebbe infine contenere altre formule in- 
tegrali simili alla proposta . Consideriamo il secondo caso y e 
supponiamo ia conseguenza che sia 
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dV = Ldx H- Mdy ^ Ndz H- Vdp ^ Qdq ^ Rcfr 



Q"d2" H- K'dr' 

R^'dr'' 



Si cerca dunque la relazione tra jxyy^z che rappresenti ana- 
liticamente quella superfìcie . 

Per trovarla, supponiamo che z divenga zrt ito. essendo i 
una quantità costante , cui potrem dare che grandezza ci pia- 
.ce, ed w una funzione qualunque delle due variabili a? > ^ . 

Sostituendo z =± i« nella formula f/Vdxdy , sottraendo 
in seguito V istessa formula > prima che abbia sofferta la sosti- 
tuzione , si avranno due differenze , le quali debbono essere si- 
multaneamente negative nel massimo, positive nel minimo. Que- 
ste differenze ordinate, per mezzo del Teorema di Tajlor, se^ 
«:ondo le potenze di i , diverranno 

9 

r 

i/fdxdy (Nu ^ ;P (£) -I. Q ( ^) H- R .(-S=-) 



'^ ' ^ ec. \ .-+ ili .-¥ i^X H- ce. 






ec > .-+• i i^ — ' .i JL '^ iCC. 

H-Q"(^)-^R"(,4:^). 

H.R"'(-^). 

cbc debbono essere negative pel massimo., e positive pel mi- 
nimo , qualunque valore d' .altr' onde si dia ad z ; e siccome 
affinchè questo succeda , bisogna che si annullino i termini o- 
ve si trova la i alla prima potenza , per questo avremo 
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ffdxdy {N» -^ P (C) H- Q (^ ) , ee. 



Jia X g-\/ f €/*w 



;qiialn't^((ìB espressioile jsi preoda per (o ; da una tale eqnaziiOr 
ne dobbiamo ricavare la relazioile tra le yariabili oo^y^z che 
^conviene alla ricercata superficie . 

§. ^6% Per ridurre il primo membro djBlJa .ritrovata &pAr 
2Jone 9 osservo che la regola d* integrazione ^et parti ci dà 

jy{j^)dx = Poo — fj{3^~dpc , che nK>ltiplic.ata per idy e^ in- 



tegrata , divieiie 

•» t" ' 

//P ( '£ ) dxdy ==fV^dy ^ ff^^^ dxdy . 

Cosi 

ff9'{''^y)dxdy ^fW^dx ^ff^^dixdy . 

Egoal miente pjer gli altri termini si «vranno le ^guenti ri- 
fazioni 

m ( ^ )d«dy = A> (g ) <f^ _//(g ) g 4xdj =y^ (g )dj 



J ' 



/<^^dy^/fai^dxdy; 



ff^Ì7^)^'iy'='f()!0dy-f^&dxr^ff^^^dx<lr, 
m (^) d«dy = /Q" ( I )xi»-/« f <& -h/>^; d^cir ( 

//R {^)dxdy = fìi.(^.ldy -/i^^)Bdy^A>e^dy^ 

ff<^'^,dxdy, 

Tow. IV. H h 
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in'/ 






-//•^^cUcd,. 

ec. ec. 

Facendo ora le opportane sostituzioni nell* equazione tro- 
rata al §. antecedente » si avrà 

/Tw f N — ^ ^ ^^ — J^ 
jj^\i^ j^ ^f ^^» j^» 



ec. 



^ ►■{- ec. 






ec. 






f{£^)K"dx 









dy dxdy 

d^qn 
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Potrebbe anche darsi alla seconda parte del primo mem- 
bro della saperiora equazione una forma più simmetrica 9 oa*- ^%' 
de poterla prolungare quando in V si avessero dei differenziag- 
li di nn ordine più alto; ma questa riduzione oltre esser fa- 
cile per se medesima > è anche superflua da che siamo così in» 
diètro Tapporto al maneggio dei termini dell' equazione sopra 
trovata 9 che non possiamo neppur condurre alla fine la ricer" 
ca di una superficie nella quale la formula ffYdxdy ch# del> 
be divenir massima o minima 9 contenga i differenziali parzia- 
li del primo ordine solo . 

La prima parte del primo membro delF equazione > egua^ 
agliata a zero > ci dà 1' equazìpne ^ differenze parziali 

N-^H-^-ec,^ ^ 

dx ^^ dx^ 

* ^ —.ee* > = o 

dy 

il cui integrale contiene la cercata relazìoue ; V altra parte dee 
annullarsi per le condizioni del Problema ;iei limiti dell' ^n- 
ttegrale . 

Come poi debbano stabilirsi queste -condizioni non h fa- 
cile a determinarsi . Ecco in .che modo si esprime il grande 
JEulero a questo riguardo 9, Verum quid haec singula membra 
i> j( cioè i termini della equazione trovata sopra ) proprie si*' 
99 gnificent9 et ad quemnam usum adhiberi queant9 neutiq^am 
.99 adhnc perspìcere licet 9 nude hoc argumentum 9 cuius prima 
.99 fundamenta etiam nunc vix jacta sunt censenda^ omnem Geo- 
99 metrarum attentionem atque multo accuratiorem investigatio- 
99 nem postulare videtur 9 qaod negotium vix ante ^uscipcre li- 
99 cet9 quam casus non nulli particulares o(nai Studio .9 et dili- 
,99 gentia fuerint evoluti 99 . 

§' 3^3' Siano AX, AY>9 AZ tre assi ortogonali in A9 i 
due primi dei quali siano nel piano YAX orizzontale 9 ed il '7 
terzo sia verticale AX; sia quello delle coordinate iO;; Ay quel- 
lo* delle y ; ed AZ quello delle z . 

Sia descritta nel piano orizzontale una figura qualunque 
terminala da unr. linea qualunque siasi RCG'C' ea , intiera- 
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Fiff ^^"^^ curva se ci piace , o composta di rette e di curve in 
^' qualunque modo : certo è che affine di potere assoggettarla a 
calcolo y converrà che essa sia esprimibile analiticamente per 
una relazione tra le coordinate x ^y . 

Supponiamo che questa figura sia data i ed immaginiamo 
una superfìcie curva qualunque descrìtta nello spazio al di so- 
pra di lei. Se in' tutti i punti G , C , C ec. del perimetro 
' inalziamo tante perpet>dicoIari GE,CE',C"K' ec. sino all'in- 
contro di quella superficie j queste taglieranno iu essa una cal- 
lotta o segmento ^ che noi chiameremo superficie corrisponden- 
te alla figura RR ; e se nello spaa^io vi fossero altre superfi- 
cie curve, quelle perpendicolari prolungate, taglierebbero altret» 
tante superficie corrispondenti alla stessa base . 

Ora la dottrina esposta nei due paragrafi antecedenti ri* 
guarda la soluzione di questo Problema . 

» Presa per base una data figura qualunque , di tutte le 
yy superficie corrispondenti ad una tal base , si ricerca quella 
» che gode di una certa proprietà di massimo o di minimo,,. 

Anzi può così esporsi il Problema . 

Descritta nello spazio una curva a doppia curvatura qua- 
lunque rientrante ih se stessa , e conosciute le quantità che ad 
essa appartengono, perchè date da espressioni analitiche cogni- 
te : si ricerca di tutte le superficie curve , le quali ponno pas- 
sare per essa , quale è quella che gode di una certa proprie- 
tà di massimo o di minimo • 

Si vede subito che la proiezione di questa curva a doppia 
curvatura , è quella figura descritta nel piano orizzontale , di 
cui abbiam qui sopra parlato. 

Prendiamo in esame alcuni casi semplicissimi . 

Si ricerchi la superficie, la quale terminando ad una cur- 
va a doppia curvatura rientrante in se stessa , gode di questa 
proprietà „ U integrale doppio //{xyz — z^)dxdy ha in es- 
„ sa il massimo o minimo valore, relativamente ai valori che e- 
>, gli riceve nelle altre superficie curve terminanti allo stesso 
9, contorno „ . 

Paragonando quest' integrale con la formula del §. antece- 
dente , si ha 

Vc=a?^;B — z%e perciò N:==(g) = a?^ — 32^%P===(^) = ow^ 
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L' equazione dHQ({ue del detto §^. che ci dà la cercata relazio- 
ne y sarà 

ìji =z xy — 3^5* = o , e la superficie volata sarà quella nella 

quale il quadrato dell' ordinata verticale eguaglia la terza par- 
te del rettangolo fatto dalle due corrispondenti ascisse'orizzontali. 

Siccome in questa equazione della superficie non entra al- 
cuna arbitraria che possa servire a determinarne il passaggio 
per la data curva a doppia curvatura > che costituire dovea il 
contorno di quella superficie ) così questa proprietà di massimo 
o di minimo sarà goduta dalla superficie trovata per qualun- 
que di lei porzione; riguardo poi al dover passare precisamen- 
te per la curva a doppia curvatura j non potrà questo succe- 
dere 9 se le ordinate verticali della curva a doppia curvatura 
non sono eguali al terzo del rettangolo delle corrispondenti a- 
scisse orizzontali. 

Per un secondo esempio cerchiamo la relazione 9 dalla qua- 
le è rappresentata la superficie curva > per cui la formula 

— a''{^y\dxdy è massima o minima , supponendo 

che questa superficie debba terminare ad una curva a doppia 

curvatura data nello spazio . 

Se paragoniamo questa formula con la generale del §. ^62 
si avrà 

V = (gr - a'ifj =P" - ay , e quindi N = o, P = 

— 3a*p , P' = 2j>' y Q = o ec. : avremo dunque per determi- 
nare il massimo o minimo queste due equazioni 

(■) (s?)=«-(g.) 

(a) /w(i2p'~. 2a"p)dy = 0. 

La prima ci darà la relazione cercata, e. la seconda del> 
be essere soddisfatta per le condizioni ove si termina la super- 
ficie ; e siccome questa si termina in una data curva a doppia 
curvatura fissa nello spazio , così nei punti di questa curva, le 
z sono invariabili , ed o} è nullo da se medesimo > la seconda 
equazione dunque è soddisfatta . 



ffUjJ 
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Dall' equazione ( i ) integrata 9 poi si ricava 
z = p{x -H ay) •!• ^(a; — <zy ) essendo p , Y dae funzioni ai> 

birrarie delle quantità poste respetti va mente tra le parentesi. 

La cercata superficie curva s^rà dun^qe rappresentata dair.e- 
quazione 

z =^ p{9c ^ ay) ^'^{x — ay) . 

Queste due funzioni arbitrarie serviranno a determinare il 
passaggio della superficie curva per la data curva a doppia cut- 
vatura . Infatti si?ino ;?; = ^ , j^ 3= jp ( indicp per u j p due 

dat^ funzioni ài éc ) ie due equazioni > le quali determinano 
la curva a doppia curvatura 9 .e sostituendo questi yalori di s^ 
e di ^ neir equazione della saperficie > avremo 

u =i p{x ^ ap )H-^(a: — ap ), che dovrà essere un* Cr 

** ^s ^p 

4}uazìojie identica ; dunque dovrem determinare una di quelle 
/unzioni arbitrarie j acciò quest' identità abbia luogo . 

Rimanendo una funzione indetermiinata , potremo assogget- 
tare la superficie curva ad un' altra condizione ; per esempio 
a passaj:e per un* altra curva a doppia curvatura ; ^ed allora 
supponendo rappresentata da z = w' ^ j^ = p' questa secca- 

da curva % le due funzioni arbitrarie dovrebbero determinarsi 
per mezzo di queste dne equazioai 

tt'^ == ^ (a; ^ ap^) ^ Y (a; — op' ) • 

La curva a doppia curvatura ove dee terminare la supec- 
ficie> potrebbe esser formata di due porzioni, ciascuna delle quag- 
li fosse rappresentata da diverse equazioni ; si avrebbero egual- 
mente in questo caso due equazioni per de^jerminace le due fun- 
zioni arbitrarie . 

Rapporto a questa determinazione abbiam parlato di sor 
pra . % . 

.§. 364. Proponiamoci ora !a ricerca di quella super^cie ^ 
la quale è la minima tra tutte coloro x^he rinchiudono la stes- 
sa solidità • 
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Essendo in generale rappresentata la solidità di un qua- 
lunque solido da ffzdxdy , e la superficie da 

ffV{ I -t. (gr -»- {p)dxdy, ovvero 
ffV ( I H- p* -h jP'* ) dxdy , la quantità che divenir debbe mi- 
nima ^ sarà 

ffdxdy {z^ a^{^\ H-pp ^PP)} ^®^^* quale a significa 

una quantità indeterminata ( §* 359 ) * 

Paragonata questa formola con quella del §. 362 > si ha 
V = zH-a\/(i ^pp H- pp ) > e quindi 



sarà danqae 

N — (^) — (jl)=3or equazione delk dimandata superficie ; 

ora (ff) = i j.{(. -h ;.>')(*) -i5,'(fj),, 

vertasi che (^) = (^-) = (^')- Quest'equazione dunque si 
ridurrà alla seguente 






= («-^p:p'}(g)-api>'(g)H-(iH.i>p)(|'), 

che è un' equazione a differenze parziali del secondo ordine , 
la quale non si sa integrare : ad essa però soddisfa V equazio* 
ne per la superficie sferica zis =:^ ce — xx — yy ^ ed anche 
quella di una superficie cilindrica zz =^ ce — yy . La soluzio- 
ne di questo Problema si trova condotta a questo punto , nel 
Tomo terzo Calcolo Integrale d' Euler pag. 596. 
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O.S SERVAZIONE. 

Se la curva a doppia curvatura , la quale » come abbiasi 
detto al ^. antecedente ^ formar debfea il contorno o il termi- 
ne della superficie del massimo p del minimo, fosse composta 
^i y^rie porzioni rappresentate tutte da diverso equazioni , il 
ÌProbleoia non sarebbe solubile quando nella trovata relaziona 
per esprimere quella superficie > non vi fosserp tante funzioni 
arbitrarie , quante sono le partì diverse , di cui è formata là 
curva a doppia curvatura . 

Potrebbe anqhè la superficie del massimo o del minimo 
assoggettarsi a ter'diindre ad altre superfìcie curve descrìtte nel- 
lo spazio e rappresentate da relazioni conosciute ; così questa 
dottrina dei tàas^imi e dei minimi è , per dir cosi 9 senza limi- 
te 9 mentre iléllò stato attuale dell' analisi sia per la difficoltà 
d' ìntegr^i*je ')è 'equazioni a differenze parziali , sia per quej[}^ 
che Vi è 'nella determinazione delle funzioni arbitrarie) sia per 
molte altre che nascoqo d^lla natura dei Problemi / appena ci 
è permesso trattarne i quesiti ' più secóplici : siamo sopra una 
^spiaggifi da .cui si scopre un mar senza fine > \e non ci è dato 
per anche d' inoltrarvisi 9 'onde fare delle scoperte. 

Scolio. 

JPorse i miei Jjcttori dopo avere studiato quanto ho detto 
qui sopirà 9 avranno delle difficoltà iq queste xìottrine : sappia- 
no |itéi^ che ancora io non ne sonò ptiyo 9 e che per un' al- 
tra banda in ^qualpnque trattato pubblicato prima di questo 9 a- 
vriano trovato assai meno di questa matèria 9 per il che se an- 
che fossero giunti a tutta da lungi vederne V estensione , son 
certo 9 che le lóro difficoltà sarebbero state in un ùunieco mol- 
tissimo più grande. • . .• 

AGGIUNTA al Capitolo delle Variazioni . 

365. La data funzione T , di cui V integrale esser debbe 
massimo o mi^iimo 9 appartiene ad un punto della cui^và cor- 
rispondente air ascissa x . Sfacendo variare la relazione tra x 
ed yy quella funzione appartiene anche al punto corrispondente 
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alla medesima ascissa x\ ina questo trovasi allora nella nuova 
cnrva dataci dalla relazione variata • 

Ora il secondo di qnesti due punti non è già nel luogo 
ove è andato il primo punto nel passaggio totale che ha fatto 
la curva da una posizione all' altra ; dunque rigorosamente par- 
lando quella funzione Y considerata nei due diversi stati, non 
appartiene al medesimo punto identico preso in quelle due di* 
verse posizioni . 

Supponiamo che si voglia considerare sotto questo aspetto 
il cangiamento della funzione Y > supponiamo cioè che essa deb- 
ba sempre appartenere al medesimo identico punto ; è chiaro 
allora che non solo dovrà variare la relazione tra ^ ed ^, ma 
ancora la stessa x . 

Sia dunque /Tdx la funzione che divenir debbe massima 
o minima , essendo "f" ^= 'Y{x jy ^p) . La dottrina che espor- 
remo si potrà estendere ai casi superiori . 

Foniamo x -i* iK invece di a; ; la j^ per la sola varia^ 
zione della relazione diveniva j^ h* ^^ 9 e ^^ipindi p diveniva 

^H*i*(^)- Se ora vi poniamo x ^ iK invece di x^ln, y 

diverrà 

y H- iKp ^'^q^cc.^ /w -H i'K (^) H^ ec. ; 

X)vvero 

la p diverrà 

p ^ iKq ^'-^r^ ce. H- z (£) H. f K (£j )^ec.i 

ovvero 

p H- i {Kg H- (g)> ^ f {KV H- iK(^)} ^ ce ; 

sì avrà dunque 

Tom. JF. I i 
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Sviluppiamo la quantità che è sotto il segno integrale, eci 
avremo allora 

ff(.=t,y,p)dx -^ i/{K(2) -*■ (Kp H- «) (^) -*. (Kg H- 

che scriveremo così 
/'¥(^x,y,p)dx -i- zE ^ ^ F H- ec; 



3 



Se ora invece di sostituire nella data formula integrale quei: 
▼alorf per x ^y e p, vi avessimo posto x — zK, jp — £w , in-- 
vece di x ^p ^ avremmo avuta lo stesso sviluppa con questa so- 
la differenza che le quantità moltiplicate per le potenze dispa- 
ri di i sarebbero state negative. 

Acciò .dunque abbiasi il massimo o^ il minimo converrà che 
la quantità 

(E) /{K(f)H-(K2,H.(o)(^)H.(KgH-(S))X 

(~^)ydx tra i proposti lìmiti sia nulla, indipendentemen- 
te dai valori di K ed w; 1* intégrale poi il quale moltiplica 
— che abbiamo rappresentato per F , dovrà essere una quanti- 
tà negativa nel massima» e positiva nel minimo. 

L' integrale ( E ) » se poniama 
d^ s= Mdx -*• Ndfy h- Vdp , può mettersi sotto questa forma 

ovvero 

Pw H-/w {N — ~ )• cfa? H-/Kcfi'i ora dovendo questa quan- 

tità esser nulla» si avrà 
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Pw H^/w {N — ^} da: H-/KdT = o. 

Di qui si ricaverà N — ^ = o , e questa sarà T equa- 
zione y la quale ci darà la relazione tra le coordinate della 
iCurva che si cerca . 



La quantità poi Pw H-/KdY, allorché vi avremo posto 
per y il suo valore trovato in x ^ estesa tra i limiti « = a t 
a? = 6 , dovrà annullarsi . 

Si vede che supponendo anche che varj Y ascissa a?, T e- 
quazìone che dà il massimo ed il minimo è la medesima 9 l'ti- 
nico cangiamento accade nei limiti dell' integrale ; quando la 
a: non variava y la quantità che tra quei limiti si doveva annui* 
lare, era P(i>, e se la a? varia 9 la quantità che tra .quegli. stes- 
si limiti debhe andare a zero > è PwH-/K-dY; così in^ican- 

43o per {Pw h-/KxìyV il valore di P» -*• fKdr quando 

,07 = ^z; e per /Pw --H/Kd'F V lo stesso valore quando a7 = i> 
si avrà 
{Pw H^/Kd^y ^ {P« ^/Kdry = o . 

Se si facessero delle simili considerazioni sopra ì massimi 
.« minimi delle formule integrali doppie 9 si otterrebbero dei si- 
mili risultati . 

Relativamente poi al crìterj per distinguere il massimo dal 
minimo, i quali sono dati dalla quantità F, si , troverebbe che 
-questi sono i medesimi che ^legli ottenuti pel caso nel quale 
w non varia ; Y unica differenza consiste nelle quantità che deb* 
})ono annullarsi ai limiti dell' integrale . 

Essendo p' s=s ( ^ ) ^ cerchiamo le relazioni che esser 
debbono tra x ^ y >^ e tra a?,z; onde la formula integrale. 
f^{x yyyZjp yp)d3Q ostcsa tra i limiti x =: a^ ^ =:b sia 

massima o minima* 

Se considerando x invariabile , supponiamo che y divenga 
_y =t £(0 essendo w una qualunque funzione di a? > la z che è 
una funzione ( per quanto incogqita ) di ^ ^ diverrà 
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j5 =t zw(^) -^ — (^) -^. €C. i quindi qaell* integrale propo- 
sto ci darà la serie 

(S)H-C-^^)(0)><i»H-^eo. 

Ora poniamo w( j) = d, d^ = Mdap-i- Ndj^H^P^p-4- 

N'dz H* P'cfp' , e r integrale che moltiplica =t z , prenderà que- 
sta forma 



Il massimo o '1 minimo ci sarà dunque dato dall' equazione 

ovvero 

P« -h/» <N - §} d, 
(E) > = p. 

Per soddisfare a quest* equazione > quando non sia data 
alcuna relazione tra j' e a > basta porre 

(O N~g = o, (a) N'-£'=o. 

ed avremo allora due equazioni diflferenziali del secondo ordi- 
ne , tra le variabili x^y^zì troveremo, quindi le dimandate 
relazioni tra a? ed ^ > e tra x e z . 

Riguardo poi alla quantità Pw h* P'^ > ovvero 

co -fP H- P'(^)}" » la quale resta ad anoullarsi nell* equazio- 

ne ( E ) ) siano 

{P-fP'(J)}°» w'{Ph*P'(^))' i due valori di essa 

per X =s a ed a;s=c&, ed avremo 



(0° 
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»-{PH.F(g)}'~(o°{PH.F(g)}' = o, cui bisogne- 

rà soddisfare indipendentemente dalla quantità w ,. il che conse- 
guiremo per mezzo delle costanti arbitrarie, avnto riguardo alle 
condizioni date dal Problema nei limiti dell' integrale . . 

Noi abbiamo supposto che per le condizioni del Proble- 
ma non fosse data alcuna relazione tra quelle variabili x^y^z. 

Consideriamo adesso il caso in. cui per i dati del Problema 
abbiasi una relazione tra quelle varialMli. Sia V[x yjf ^ z) =i Oy 
ovvero P c= o la data relazione trsL oc ^y yZ . 

Si potrebbe cominciare dal- ricavare da' questa equazione 
il valore di z dato per co ^y e sostituirlo nella formula -inte- 
grale che divenir debbe massima o miniala ,* allora questa non 
conterrebbe che dae sole variabili a^>J', e si 'tratterebbe con le 
regole ordinarie . ^ 

Trovata la relazione tra x,jy j si avrebbe quella tra x^ z 
per mezzo dell' equazione F = o . 

Ma possiamo anche regolarci in altra guisa • 

Se noi consideriaiBO z come funzione ^i y e dì Xy e sujì; 
poniamo X costante 9 T equazione È = o ci darà 

Ora dair equazione (E) si ricava 
N — ^ H- (^) {*N' — ^y "^ ^'' ."Janque.sostìtiTcndovi il va- 
lore di (^) ricavato dall' equazione (e)^ avremo 

(H) . . . .' {N - g} (f ) - (|j {N- _ g) = o, la qua- 

le essendo combinata cpn V equazione F := o , servirà per la 

determinazione di ^ e di a per ap.-. 

Sé si volesse che àncora la x variasse > operando come 
abbiamo fatto di sopra > gìvingeri^mmo alla medesima equazione 
(H)^ e • conci aderemmp che la x^ariazippe di 'jt nulla influisce 
suir equazione generale del massimo o del miùimo 9 risenten- 
dosi soltanto neir equazione dei limiti . 
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Sapponiamo ora che V equazioBe trz x^y ^ z di condizio- 
ne contenga anche le quantità differenziali (7^)^(^)> ^^^ ^^9^ 

'Pix^y yZyp^p') = o. 

Oi'a X restando costjantci, y divenga y ^ if^ò ^ per il che z 
si cangi in js H* i^ H- ce. ( per 6 rappresentiamo la stessa quan- 
tità che sopra ) . L* equazione F = o ci darà 

"(")-*• (^) (s) -+• «(S) -^- (£) (f-) = «^ ^""^ ?'"''« *^ 

vremmo trovare il valore di ù per sostituirsi neir equazione (E); 
ma senza seguir questa strada, che il pii^ delle vol(e sarà Inn^- 
ga e complicata 9 noi otterremo in altra guisa V intento • 

Moltiplichiamo quest' ultima equazione pier un coefEcien-^ 
te variabile indeterminato A , ed aggiungendo allora il primo 
membro di tale equazione alla quantità 

(oNh- P(g)H'F«H-F(2)> il cui integrale esser debbe 
nullo , avremo 

o.=/{<o(NH.x(|))H.(g)(P*H|))H.«(N'*Mg))-» 

(«)(FH.x(2)}d,, 
ovvero 






=0, 



« . « ■ 



Per soddisfare a quest* ultima equazione , faccio 

(5) .... . .^N^-^ A(g)_^V_5;r^ == o , ed .ottengo 

due equazioni, le quali combinate con la data equazione di con- 
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dizione , serviranno alla determinazione di a > ed alla deternv- 
nazione delle ricercate relazioni tr^ x ed y ^ tra x o z . 

Gli altri termini fuori del segno integrale debbono annul- 
larsi nei limiti , come abbiamo spiegato tante volte . 

Io amerei di estendermi a casi piii complicati > ed a det- 
tagli maggiori , ma V Opera mi è anche troppo riuscita più lun- 
ga di quello che pensavo • La Teorìa dei massimi e dei mini- 
mi presa in tutta la sua vastità vuole un trattatp a parte 9 é 
sarebbe questo un soggetto degno d^ occupare le cure dei Geo* 
metri piiì celebrati . 
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APPENDICE I. 

Sopra il Calcolo 
Delle rHiTereazc - JDifferenziali . 



§• 36^. TTNdicata al solito per y o per y una funziona 

X. qualunque di x , operiamo primieramente so- 
pra di essa per averne la sua differenza finita » e troveremo ^ 
come si sa , /^y = y — y . Questa differenza finita è un* 

nuova funzione di x , 

Ora 'se noi consideriamo, (o come costante > e prendiamo 
il differenziale di quella differenza , si avrà 

(-^)rfa?, avvrero ( — ~^ — —jdxi facciaraQ 

La quantità P è dedotta da y per mezzo dì due operar 

zioni che sonosi fatte sopra di questa : se ne è presa prima la 
differenza ^ quindi la differenziale ; per questo Pdx chiamasi 
differenza - differenziale . Avremmo potuto ottenere una diffe- 
renza - differenziale operando inversamente . 

In generale indicando per A"^ una differenza finita 7^'''^^ 
dì y j se di questa prendiamo il differenziale tìz^^^'^ , si avrà 
( é H S^yh dx" i esualm^nte se di una differenziale 

( ^'^^ ) (jjg" prendiamo la differenza finita /z'^'^* , avremo ^ 

f ^ — mrm 

Ci{-'y)dx'^ e sarà anche questa una differenza* differenziale. 



APPENDICI I. *57 

i avverta che nel prenderle la differenza finita di un dì&ren- 
ziale Pdx^ non debbesi operare che ^opra P» cioè sopra il coef« 
iicieute ^i dx ^ che h una fanzìone di x indipendente da dx. ^ 

1j ordine poi ài una differenza-jdifTerenzìale sì desume dal-^ 
la somma ^ei due ordini appartenenti alle caratteristiche A^d ; 
così gueir Ailtioie .^ue formule xappreseQtano4iiier«nze*di:ffereu« 
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zìali rdeir ordine {m ^ n) 

E qnì osserviamo che la riunione delle .due operazioni Ai 
prendere le differenze finite e di prendere i differenziali 9 h rcon- 
forme a quanto si pratica anche nell'algebra ordinaria. Di un ar- 
00 per esempio si può prendere il seno 9 € quindi farne il qua* 
drato , il cubo ce Sono ancor queste due operazioni che nul- 
la hanno di comune tra loro , e perciò indipendenti T una dall'al- 
tra . In generale sopra una quantità «ponno farsi quante e quali 
si vogliono operazioni ^ indicandole anche oon -simboli ( se ne 
«iano 5tati stabiliti per questo ) , purché quelle operazioni nul- 
la abbiado di contradittorio tra di esse . 

Il Calcolo che riguarda le quantità ottenute oon quelle dii« 
operazioni, chiamasi Calcolo delle Differenze - Differenziali . 
Le regole e le ^proprietà di questo calcolo -sono una combina- 
zione delle pegole .0 delle proprietà dei due calcoli > per il .ch» 
flou molta ci tratterremo a svilupparle . 

Il Calcolo delle differenze -differenziali ha due rami, quel- 
lo cioè propi-iamente detto avelie Differenze - Differenziali ^ e 
quello delle :Somme - Integrali . Nel primo, date le funzioni-, 
se ne ricavano le differenze - differenziali ; e nel secondo , -cono- 
sciute qucst' ultime quantità, se ne ricercano le funzioni. Non è 
difficile il primo ramo, ma oltremodo difficoltoso ne è T altro, 
perchè risente tutte le difficoltà del Calcolo Sommatorio, tutte 
quelle dell* integrale , e tutte le altre che gli sono |)roprie , o 
jche nascono dalla combinazione delle pr^me . 

<2acsto Calcolo *è nuovo , ed invano se ne oercherebbero 
altrove i -rudimeuti . 

Nel prendere le differenze -differenziali tralasceremo il 4jc : 
avremo in questa guisa una maggiore simmetria .nelle operazio- 
ni ; e d'altr'oude essendo esso una quantità indeterminata > «o- 

Tba. IV. ^ K k 
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pra la qnale noa dee farsi alcuna operazione 9 potremo rimet- 
tercelo quando a noi piacerà . 

- § 5^7- P^^' quanto non possa esservi alcuna difficoltà a pren- 
dere le diHerenze- differenziali di una funzione qualunque y di 

a?, pure daremo qui le differenze - differenziali del secondo or- 
dine delle funzioni semplici 



i^d.x - 


= m^(m 


— l)X 


a 


Ad. a* ; 


=•(0" — 


1 ) a* log. 


a; 


Ad . log. 


( 


1 

^* -♦■ w) « 





Ad . sen a; = — (1 — cos w ) cos x — sen w . sen x > 
ù^d.cos^x =3(1 — cos Ci)) 5e/i^ — senti) cos X. 

Non vi è por alcuna difficoltà nel prendere le differenze.-- 
differenziali delle funzioni composte » tanto del secondo che de- 
gli ordini spperiori . 

Questi risultati sono i medesimi 9 sia che nel prendere le 
differenze -differenziali si cominci dal prendere i differenziali ^ 
e quindi si prendano le differenze finite ^ sia che si batta la stra- 
da contraria . Il calcolo ce ne persuaderà facilmente ; anzi a 
quésto riguardo noi potremo dimostrare un generale ed interest 
santissimo Teorema. 

Infatti essendo come ^ sa ( §. 5. ) 



jPH-c* -^i» ^d*' ^dx' 



e perciò 

y _^ ^y «Ay = (é)(o h- (|^) • ~ -h ce. , 



avremo 



day, === (^)«.«;« -f (0)i^ f ec. 

Ord diIRsrenziando la prima equazione i à. ha 
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dalla qnftle 
dnnque 



X " « 



^, La difTerenziale cioè della differenza finita è eguale al» 
9, la differenza finita della differenziale jy . 

Da questo Teorema è facilp djBdprne (juest* altro più gè* 
nerale 

Nel prendere dunque le differenze -diflbrepzijali è ijidiflcr 
rente Y ordine da seguirsi . Si può cominciare a prendere i dif- 
ferenziali , e poi le differenza finite ; o yiceveiaa ; si giuguj» 
sempre al medesimo risultato . 

Stimo inutile trattenermi a farne delle riprove . 

Nd prendere le differenze- differenziali delle funzioni ponr 
110 svanire delle costanti che vi si ritrovino sole o moltiplicate 
per a? , a?% a?* ea II Joro nomerò è sempre aguale air OKàipjf^ 
della differenza -differenziale: così se la differenza -differenziale 
€ dell' ordine m ^ n^ svanisce o può svanire un polinomip 
di questa forma 

Sarà facile persuadersi di questa verità . 

§. 368 Veniamo alle differenze -differenzi ali delie equazio- 
ni . Sia V s=s e una equazione tra x^y e quante bì vogliono 
costanti. 

Non vi è alcuna difficoltà ne! prendere le differenze -dif- 
ferenziali di quest' equazione V = o ; si differenzia Y equazìo- 
PG con le cegole del calcolo diifeceyuziale quante volte ^i deb- 
be , quindi scrivendovi invece. di 
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« -i- w > ^^^„' (-7^) » {-y^J ec.,ovyfivoÌG equivalenti 
y^àyii^^)^ (^) ; (£-r) ^ (^) ec. j si ha una nuov» 

equazione ^ ds cui sottraendo 1*' equazione differenziale r se ne 
ottiene una prima differenza di queJla differenziale , sopra la 
quale faremo una seconda operazione per avere una seconda 
differenza e così di seguito; si avrà iu questa^ guisa la diflerca* 
za - differenziale deir ordine che sarà stata proposta. 

Per esempia- Vogliasi la differenza -differenziale del secon- 
da ardine dell' equazione y^ -4^ ce* =^ a^. 

Incomiocianda dal differenziarla ^ afrema . 

jf(^)-i*a;==:o> della ^ualé la differenza finita sarà 



{jr-^Aj.){(£)-l-C^)> -j^(^)V» = o, ovvero 
j,(^)^Aj,.(^)H-A>.(^)H-» = o. 



dx ^ "^ ^dx' *^ ^ dx 

Qaest*^ altima equazione sarà la differenza - dìflèrenziale del 
secondo ordine di _y* h- a?* = a* . 

Data un* equazione V = o tra le variabili x^yt e quan- 
te si vogliono costanti , il calcolo dilTerenziale ci fa-rieavarc da 
«ssa quest* altra equazione dV == o r ed il calcola delle ditfè- 
renze finite 1* equazione AV = o : ora una combinazióne qua- 
lunque delle tre equazioni V s=s o , dV = p , AV == p chia- 
masi una equazione alle diflèrenze- differenziali del prima or- 
dine. Un'equazione qualunque nata dalla combinazione di que» 
ste sei equazioni 

V = o, dV«o, AV = o,d*V=a, A'V=no,A(nr=o, 

ha il nome di equazione alle differenze- differenziali e cosi dì 

seguito . . ^ 

Potremo dunque avere un'equazione alle differenze -diffo- 

ren^ali del primo ordine , la quale contenga due costanti di 
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meno dell'equazione da cni è^ dedotta; ui/ equazione alle dif- 
ferenze-differenziali del secondo ordine t Itf quale contenga cin- 
que costanti di mena dejy equazione da cui è dedotta ^ e così 
via discorrendo. 

\ In generafe chiamasi equazione alle differenze- differenziali 
un' equazione in cui si trovino 4 differenziali e le differenze fi- 
nite insieme > oppure le. differenze- differenziali: Y ordine por 
deir equazione si desume dal maggior indice dr alcuna delle ca^^ 
ratterìstiche ci , A o^ dalla somma degli: indici di esse > se tro- 
vansi riunite in un medesima termine ;^ \ 

Dair equazione y^ s=z ax ^ 5 se ne deducono queste due 
ay(^) t=s (Ty ayHiy ^ ( Aj')* =3 eoa , dalle quali si ha 



*y^y H- ( Ajf)* =2 2y(^)(o, equazione alle differenze- differen- 
ziali del piimo ordine ^ . ' . 

§• 369. Ponno prendersi le differenze- differenziali* anche 
delle funzioni a pili variabili; anzi rapporto a queste ponno Io 
differenze riferirsi ad una variabile ^ e le differenziali riferirsi 
ad un' altra . ^ 

Cosi essendo z una funzione dr due variabili x ^y ia- 
dipendenti tra loro y il calcolo differenziale ci dà 

— ^ — JjJ"^ ■ } y ( -j^) > delle quaB possono prendersene quer 

' ^ • ■ ... 

ste differenze finite 



(^^•)-(%-o. 

Queste espressioni sono le differenze -differenziali parziaU 
del secondo ordine della funziope z , Si potrebbero notarjp 

con la caratteristica A, ma converrebbe contrassegnarla per sir 
gnificare qnando si riferisce ad una variabile ^ quando ad un^ al- 
tra > e quando ad ambedue ; ma (questo algoritmo è imprati- 
cabile . 

L.e differenze- differenziali e parziali degli ordini superiori 
si deducono da quelle degli inferiori ^ come queste dalla fua- 
zione . K inutile occuparsene . 

Nella medesima maniera è facile concepire come potranno 
aversi le differenze- differenziali parziali delle equazioni a tr^ 
o più variabili -z ^ x jy ec» ^ nelle quali si considera z come 
funzione di tutte le altre. Se ne prendono prim? V equazione 
differenziali, pd in seguito le differenze finite. Egualmente s'in- 
tende facilmente come da equazioni siffatte ponno eliminarsi delr 
le costanti e delle funzioni 9 pervenendo ad equazioni alle difr 
ferenze- differenziali parziali. 

£ qui y se nop fossimo obbligati 9 ri6tringere più che pos- 
siamo questa Appendice , ci tratterremmo nello sviluppo di que- 
ste Teorie, facendone degli esempj : ma supplirà ;^ tntto qucr 
sto la sagacirà , che nello studio del Corso di Matematica Su- 
blime , avranno acquistata i nostri Lettori . Ne parleremo se avr 
verrà che ci abbisognino nel fare qualche applicazione . 

§. 370. Veniamo ora a parlare delle Somme Integrali , 

Si chiama Somma Integrale ài una funzione z ài x quel- 
la funzione u la cui differenza -differeiizìale dell' ordine me- 
desimo della Somma Integrale eguaglia z . Go^ se V ordine è 
il secondo , i rapporti tra queste due^ funzioni z , u sono Cr 
spressi da queste equazioni 
z r=z t^du ili = 2/2 > delle quali una è T inversa dell' al- 
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tra . Il c?a? che scriversi dovrebbe accanto al segno /*, si trala* 
scia per semplicità . 

Nel prendere le Somme Integrali aggiunger si debbono le 
costanti arbitrarie secondo quanto abbiam detto al §. 367: al- 
lora le Somme Integrali diconsi complete: quando poi o quel- 
le costanti non vi sono aggiunte o ricevono dei valori .parti- 
colari e determinati > le Somme Integrali diconsi particolari l 

La formula 

l^!LiiiH^z^H^L=^a?'"~'*w» H- ec.} del §. 367, ci dà ( fa- 
cendovi m=iOy m= ì ^ /w=52» OT = 3;, 172=34) ce. ) 
Ad .1=0 
Ad . a; = o 

Ad . a?* = a - 

Ad . a* =a 3 ( aa^ -4- I .) . 
Ad . a?* =i 4 ( 3«' -h ^« -fi) 
Ad . ac^ s= 5 ( 40;» -j. 6a?* -i- 4^7 -I- I ) 



ec. ce. 

da cui si ricavanp (queste Somme Integrali 

2/» = 



»• 



a 



^ 4.5 4 4 4 -^ * 

ce. ec. 

V 

Così per mezzo di queste formule poti^ aversi la Somma In* 
tegrale del secondo ordine di una funzione razionale intiera di 
X di questa forma 
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*<a -h w -+ P« -4- e* •*• H- p» ^ 

Se noi ricompiletiamo 4}aeste ornate Integrali aggiungen- 
dovi il binomio Aic rf- 3 1 ove A « 3 fii^nifìcano «due' nottanti 
arbitrarie} si v trova 

2/. o = Aa? -i- B , 
2/.i='^^Aj«?h-B, 

<éo. . .ec. 

Kella -stessa gaisa la formala 

Ad . -a* = ( a** — 1 ) a* log a 
ci dà 



Le due ultime formule poi dello «tesso paragrafo «pi fdanxio 

•• -» ■ * . • 

CUo wV — — — — — —- — - ) 

( I — rw ( *> ) . A^ f 0/ Jf — f ^» u . ùd Sem x 

sen X ji-cosu^Y h- i sen « r ' 

le quali si riducono a queste più semplici 

/COS flC =?= LXCL . ^ 9 

senx = — Ad . — ^^^TiT^T-^ . . 
da eui ricaviamo 

2/co5a? = '-^i^li^"i=^^.^ Aa; H- B , 

*^y 2 — 2roi(o 

dosi dair esame -delle formule differenziali potino ricarar- 
si delle regole particolari d' integrazione . 
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In generale perii la Somma Integrale non si può avere che p- 
espressa per serie > ed anche questo metodo non è di moka utili- 
tà se la fnnzipne è complicata • Occupiamocene p^r nn momento. 
•..-: 'Sitlipnandi per esempio il» valor-e di ^/zdx^ cioè la- Som- 
ma Integrale del secondo ordine di zdx. Sé facciamo f:}idx =;= u^ 
i\ avrà ( §• 1 94 ) 

* ^J#' » ^df*' a.3 

purché si faccia a? ,= o nei cpefGpienti 2 , ( ^ ) > ( j? ) co. 
Avremo dunqi^e 

fi quindi ^e poniamp p,er JSi , Sjc ce, i respettiyi valori ( §. 13. 
Cai. delle DifF, finite), avremo la serie che ci esprime la 
.Somma Integrale di zdx ; sarà questa completa perchè contieme 
le due costanti arbitrarie C , A . 

Per fare fin di qui <],nalcfae appli.cazipne delle spiegato 
rie, si proponga questo Problema. 

Trovare una curva tale AS, che prese dne ascisse qnalun- ,q 
que AP = x, AF = a? ^ i , e tirate ai punti T,TS ove *^ 
le ordinate, corrispondenti segano la cnrva , le due tangenti* 
TM,,T'J\(F're le due T/2,T'» parallèle all'asse, le tangenti 
,dei due angoli tzTM , «'TM' differis.cano fra loro di una quan,- 
|tità costante == aa . 

AP jessendo a?, PT sarà « ^ , e P'T' = y : on 

fang: raTM ^(ll),e tan^, ?z"F3J' == { ?£±i )i dunque per 
la condizione del Problema 

K-^,— ; — V^^ = ^a, e pcrcip 
A(~)s=$a, quindi , 

y» = 2 a 2/1 = Y • ^^ '^- A* ^ B , e r equazione della cur- 
va sarà 

Tom: IV. LI 
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-p'^ y = ax^ •+ Ax •+ B , essendo A , B due costanti arbitrarie . 
Se a =3 o 9 la curva cercata diviene una linea retta > poiché 
y =s Ax H* B . 

L* equazione j^ = ax* h? Aa? h- B è alla Parabola Apol- 
- Ionia na : si faccia per semplicità A =: o ^ B = o> s'avrà 

y = cLx* . Sia a = — , ed avremo my =s x^. Si conduca neir o- 

rigine deir ascisse Y asse dell' j^, e sia AR: si descriva la pa- 
^* rabola AS , prese le y per ascisse , e le a; per ordinate : s*^ a- 
vrà la tangente deli' angolo 



aTM = (^) = £;dQaque 



3* X • 



tang. 12TM = tang^go" — ctT3I) s= — : saia io consegtreiiza 

tang n T M' = ^-^^^ , quindi 

^ ^ = — > come Bi ncercava . 

«r m tu ^ 

« 

La Farabala Apollooiana dacM^ae gode della proprietà che 
formava la condizione del Problema. 

■§. 371. II Teorema dimostrato sopra ( §. 367 ) pel quale 

A(f . z =3 cTA . 2( ce ne dà nn altro : consiste questo oeir es* 

sere la somma finita de)!* integrale eguale all' integrale della 

somma cioè 2/*. u =y2 . w - 

Infatti sia Ad . z == k ; avremo prima dz =r 2a , poi 
z = /2 u ; ma a s= dA . a > e qtriodi z =s 2/tt j dunque 

/2tf = 2/w. 

Egualmente si troverà 

f^.u^ 2*/ * • « J <^ìc^è la somma n "'*' dell' integrale 

772 eguaglia 1 integrale m della somma n 

E qui' bisogna osservare che nell* eguaglianza delle due 
formule "^ifu^fÈu non deesi aver riguardo ai termini ove la 
X è alla prima potenza, e ciò perchè nelle differenze -diflferen- 
ziali del secondo ordine svaniscono i termini come A«-+»B« 



/ 
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Nfe preme per le Somme Integrali del secondo ordine avere ri- 
guardo ai termini y ove h x h all^ potenza ; > ovvero o > i 
quali ponno essere introdotti dall' integrazione ; poiché questi 
abbiam dritto di considerarli contenuti entro il binomio Aoc H* B t 
phe dee aggiungprj^ , qndp V integrai già cpmpleto , 
Spiegniamoci con un esempio. 

Ora sembra che S/x non sia lo stesso ohe /Sic» di^ 

rendo le dne eip];e^sìoni della qu^intità ^^ 90 però si osjserva 

jche bisogna aggiungere a ciascuna di queste Somme Integrali 
il binomio A» H- 3 » essendo A 1 S due contanti arbitrarie » $i 
avrà 






le quali sono la medesinui cosa ^ potendo -t cpnsidej:ar|ù co^- 
tenuto entro la costante arbitraria A. STella si;es8a maniera aa 

pare che non possa aversi 2/*i j=/"2i;pnre se s[ comple- 
tano queste espressioni con 1' aggipnta dei termini . 
Ax^ H* Bx* H^ Ga; «-h D , essendo A > B > C , D quattro costan- 
ti arbitrarie , avremo 

2/'i=gH.(A-±)ar'H-(^H-,^Ja^'-i.C^H-D, 

/'2i = -H-Aoc»H-B«(?*^Ca7-hD, 

e perciò cangiando la forma delle costanti arbitrarie ^ avremo 



/ 
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* 

In generale remo sempre 

"^ f^u =if^^^u^ purché queste Somme Integrali siano com- 
pletate col necessario numero di costanti arbitrarie > cioè con 
r aggiunta del polinomio 

A H- Ba? H- Ca?* -H •+ Q»*" / "" j A,B,C ec, essen- 
do quelle costanti . 

§. 372. Veniamo a discorFere degli integrali dell' equazio- 
ni . . Qui y più che altrove conosceremo csspr questo ramo d' A- 
naiisi Sublime sempre bambino > e che quindi presenta un vasto 
campo ai Geometri da coltivarsi, giacche non sappiamo neppure 
integrare la più semplice di tutte 1' equazioni dei primo ordiìae 

Supponendo che a rappresenti una quantità costante , fac- 
ciamo y == Ac* , essendo A , e quantità anche costanti da de- 
terminarsi : se facciamo le opportune sostituzioni in queir e- 
quazione , avremo 

Aac (e — 1 ) =3 Ac logCy dalla qoalè si ricava 

•^^e — 1)5= logCf duuque la costante. A rimane indetermi- 

nata e la e è data per V equazio»e trascendentale 

le s= {e — i)a. • 

A questa equazione soddisfa e = 1 } dunque y z:=:^ A ci>- 
Stante arbitraria sarà un integrale particolare* della proposta » 
come poteva vedersi a priori . 

Ora le = e -^ I — — (e — i ) h- ec ; dunque se sup- 

poniamo che e — 1 sia una frazione così piccola da poterse- 
ne trascurare le potenze superiori alla seconda > avremo 

le ^ e -- I — -7 ( <? — 1 )' > ^ perciò 

e — I ^ ±(^c -^ i)* = a(c — i), dacni si ricava 

e = 3 — aa . 
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Se danqae il valore di a renderà 2 — sa eguale ad una 
frazione tanto piccola che permetta che se ne trascurino le po- 
tenze superiori alla seconda ^ avremo per integrale approssima- 
to della proposta 

j ss B(3 — 2a)'} ma la proposta è lineare» soddisfarà dun- 

■ 

que ad essa 

Anche V eqqazione semplicissima ay H« { — ) = o con- 
duce ad un' equazione trascendentale > se supponiamo 
y = Aa , e ci dà an H- /fl( = o per determinare a. 

In generale un' equazione qualunque alle differenze - dif- 
ferenziali , lineare a coefficienti costanti » conduce ad una equa- 
zione trascendentale! se tentisi d' integrarla con la supposizió- 
ne mentovata . 

Per esempio, T equazione ' 

""yx^^y^^i ^ <?(^)H-e(AiLL) «o, facendo 
y =i A«', ci dà 

a ^ itft H* dog.» ^ ealog» = o, dalla quale converreb- 
be trovare il valore di a ; ma non si hanno regole generali per 
siiiàtte equazioni ; anzi la risoluzione delV equazioni trascen- 
dentali j di quelle cioè nelle ^uali V incognita è sotto a- 
spetto qlgebraicoy e trascendente nel -tempo stesso (a), è 
un ramo degno di occupare i primi Geometri . 



(a) A questo propofìto esporrò la risoluzione di alcane equazioni 
trascendentali, che mi è occorso di fare in altre occasioni; onde vedasi 
r artifizio analìtico che ho seguito • 

I '. Sia da risolversi V equazione 

» = 1^ , ovvero siano da trovarsi tutti 1 valori di x che 

soddisfanno a qnest* equazione • 

Trasformata la superiore equazione in qnest* altra 

3.C = (jf H- Z){x H-S), si faccia Ji?-f 2=j^,ed avremo Tequazioce 
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§. 373- Taluna volta la forma particolare di an' eqnaziond 



»?»^' 



(A) 5»^ ^{y -^ i){y-^ 3)* 

Per poco che si rifletta sopra 1* equazione (A) si vede che y dcbb'es* 
sere aa numero intiero e positivo: infatti se non fosso numero intiero T ir^ 
razionale sarebbe eguale al razionale, il che è assurdo; e se pon fosse posi* 
tivo, il numero 3 sarebbe decomponibile in fattori intieri» ciò che pari- 
mente è assurdo • 

Ciò preipesso» si ojBseryi che al primo membro di quelf equazione si pui> 
dare questa forma 

Ora la proposta diverrà 

3 ->■ 3, H- 3ìii=i> * aikr-LUirii} H- «. = (, + .)(, + 3). 1» 

qaale , tutto trasportando ^«l ana banda , si ridace a quest' altra 

a a. 4 ■ a. 4. 5 * 

ovvero 

(B) . . . ., - 3 ) . {'-^ -. !-'-=^---^ H. fc^Tfj^ + .0.) = O, 

Così la risoluzione dell* equazione (A) sarà ridotta a quella dell* equa* 
%ione (,B). 

Neil' equazione (B) la serie che è contenuta tra le pareiutesi , è tutta 
composta di termini positivi » per essere y positivo ed iutiero -, dunque non si 
può soddisfare a q^ell' equazione > che fol fare ^O - 3 ) = P • 

Quest'eguaglianza ci dà due valori intieri politivi di y^ cioè y = o^ 
3^ = 3f e queste sono ^edn^ sole radici^ le q;uali abbisi l'equazione (B), ovverà 

Ma abbiam fatto x ^ 2 =:>; dunque avremo per x questi due valori; 
X = I3 ^ = ^e> che saranno le ^ole jadici de}!' equazione 
» (iPH-8)(.^r^S) 

Pervenne a quest* equazione il mio Rispettabile GoHega e Matepi. insi» 
gne Mariano ^ontap^i risolvendo il Problema , ove si cerca quali siano i Si- 
stemi d* ÀttraziooiB , in cui e lecito considerare tutta la massa di una sfera » 
come riunita nel di lei centro , onde determinare T attrazione di es^a sopra 
UQ punto fisso posto fuori di lei ( Corso di Dinamica Xp.m^.K pag. 129; ^^^^ 
II. pag. 31P )> ed ayendoup ottenute con metodo indiretto le radici suddet* 
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alle differenze -differenziali condnoe facilmente all'integrazione. 

te mi ricercò una diretta determinazione delle medesime, cai soddisfeci, co« 
me ho qoi sopra riferito • 
2^ Sia r equazione 

(A) .... . -— - =s {"n+là) * ^^^^^ qaale si vogliono le radici , o i va- 
lori di n. 

Pongasi n == *- Ji^ , ed avremo 

r~r* = ( : J 9 ovvero 

E' facile intanto conolodere che x non pnò essere eguale né al -• i , nò 
al ft; ma soddisfa ;i^= i, ed avvi ona sola radioe eguale ali* unità» poiohò 
Inequazione divisa per x -- i ^ non è piii soddisfatta da .v =: i . Ecco intan- 
to trovata una radice della proposta • Per le altre radici , si osservi che 1* ul- 
tima ottenuta riduzione ci dà successivamente le seguenti : 
«* , I V a*(a«— i)^ I ^* 

^''{r:^-T:rx} = — 5 — (^-i) -^^^- 

2 x(2X—ì) 2X(9X'- Ì)f I_ x* 

— — — — ss • — — "^ — { ■ ■■• — j •+ eo. . 

/ X r ' ' \ 23f(2Jr^l)(2» — 2)^ I .• 

(i-<-«)(a— «).a — " a. 3 U— jf-/ •+ ecj 

«(«-.)(, - ,) {^j^, - idèi) -^ ^'(rr,)*- •"•> =0, 

I 

fl4r(2v- l)(^-i)=:09e quindi x'=:Ot^ = -ri*' = i. 

Abbiamo dunque sin qui tre radici della proposta, e vedremo ohe non 
ve ne sono altre . Infatti quel fattore dell' equazione da noi trascurato , ci dà 

che sttccessivafflente si riduce come segue 



r 
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Vegliasi per esempio risolvere questo Problema : 



» rr* = "{'*"'*' -3} * = -{(a-*)~'H-3(3 -jf) ^-t-3'(a--*) %H*so,J 



2(1 ■+* 



/ 3 3* / 1 N* 3'/ I %' \ 



, 2 ^I — «^2^2 — Jp/ 2^2 — */ 






H* 6C. 



E se la proposta ha dell'^Itr^ radici, qaeste debboao esser date dflfe* 
quazioDo (C). 

Qaalanqae valore intiero o fratto che diasi ad ji^, ma oegativo, rend/i 
oecessarìaoiente positivo il primo membro di quest'equazione; essa doBqne 
DOQ paò darci alcnna onova radice negativa , sìa intiera come fratta • 

Egualmente facendo x eguale alT unità o minore di lei, il primo rnem* 
bro è necessariamente positivo , ne può mai divenire nullo ; dunque T equa- 
zione (G) non ha nessuna radice eguale o minore dell' nnità, e quindi e^ 
nop ci darà nessuna nuova radice eguale o minore dell^unitli ; 

Per dimostrare che non ponno esservi altre radici maggiori dell' unit^, 
iiia intiere come fratte e positive » si riprenda T equazipn^ 



I— « /2 — *v — 2* 



1 •+* 



j^ = V7H^) * ^ ^* qoesta Bì ha 






ì^x 



Ora quest' ultima equazione non può esser mai soddisfatta per qualuup 
que valore positivo e maggiore dell* unità che si dia ad Xj dunque le sole ra* 

dici dell* equazione saranno Af=OfJ^ = — f-^^'/ avremo quindi a = o , 

r 

2 ' 

Se si facesse uso di q\n»to artifizio per risolvere T equazione sf =s x , 
egli ce la dimostrerebbe assutda ed esprimente una specie d* immaginario , 



o. 
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9> Travare nna cqrva tale che le sqttangenti corrisponden- 
H ti a due ascisse qualunque a? , a? rf* | > difFerìscano tra di lo- 
fy ro di un^ quantità = ^ /> . 

Se si r^ppresent? per y V prdinata che corrisponde all' a- 

9cis8a X 9 y espressioup della suttao^ente che a queir ascissa con- 
yiensi, è 

* 

y ; ( ~j^ ) , e quella che si conviene ali* ^scissa a; »f* 1 > è 

' »• 

-*-ri ~T ' * ^^^ condizioni dei Problema ci danno 
quest' equazione 

y^ -ir I • ^-^ ^ ~ ^* = ( -é^y = ? > P^® ® °°' e^nazione alle 

difTerenze differenziali . 

*»'.■,' • 

Per intejgrarla si osservi che ess9 si pone sott9 questa forma 
A{>,-(;^)} = a, e quindi ^ • 

>•■(?) = *2 1 = aa? -f A . Si ha dunque 

4y Jjt 



y 2* ^ i^ ' 



log.y =3 ~'7o5^. (aa? h* A) H^ ^o^- C > ed infine 

y = aBjc H* G , sarà T equazione dell^ curva cercata : sarà per* 
tanto la curva una ParaboU Apollonjana . 

Se la differenza delle due tangenti avesse dovuto eguaglia- 
re una frazione — dell' ascissa a? , cioè -«% noi avremmo ot- 
tenuta quest^ equazione 

« 

) essendo A una costante ' arbitraria . Se iotègria- 



dx 
dy d» 



3 T«'-»-A 



Tom. IV, M m 
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mo qnest' nltima equazione , si ha 
ly = f-i^ H B , ovvero 

Zy =3 f——-^^ — ^ — -4t B; essendo B no' altra costante arbi- 

•^ J mx* — mx '+ 2»A 

trarla . 

§. 374. Sia proposta Y equazione 

y H-ay H-6r~) = X, ove a % & > X sono funzioni di x . 

„ L' Integrale di una tale equazione dipende da quello di 
5, una equazione più semplice, nella quale manca il piimo ter- 
,, mine y , da una equazione cioè di questa forma 

^^ ^^) ^ pz =X', essendo p,X funzioni di x ^^ . 

Per dimostrare questo Teorema si procederà come segne : 
'supponiamo che integrata la proposta nella snpposizione che man- 
chi il termine ay ( ed essa allora è una equazione diffe- 
renziale ) , sia il sno integrale y := cu '^ ìù 9 essendo u , (o 
due funzioni di re determinate, e e la costante arbitraria . ( Noi 
scriviamo egualmente ^^ > r^ , w , che y^ ^ ^^x^ ^x^ ' 

Supponiamo e variabile, e determiniamolo in modo che 
queir integrale soddisfaccia a tutta V equazione proposta , nessun 
termine eccettuato , avremo 

-^X -fi X ^l X^ t * W-I 

» : Facendo ora le opportiiae sostituzioni nella proposta , ot- 
terremo 

-<.«-<-a<c,^..«,,,-H«.^,>H.6{c(g)-*.(j^)>H- 

.-., .Ìj£(^)==:X: mai valori di m e di w soa tali che 



cu 



dx 



CM H- w H- 6 {c(g) H- (g)} = X è un' equazione identica ; 
dunque per determinar e rimarrà 1' equazione 
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au . c -^* 5r/C^) == — aw , , cui si potrà dare que-» 
sta forma 

% 

Questa stessa riduzione estender si potrebbe elle equazioni 
degli ordini superiori ; ma non mette il conto 9 giacché nello 
stato attuale deir Analisi- non sappiamo integrare neppnre le 
equazioni del primo ordine cosi ridotte . 

§. 375. Sonovi alcune Glassi di equazioni alle diiTerenze- 
differenziali che ammettono facilmente 1' integrazione 1 o almcr 
no esse dipendono dalle regole conosciute dei due Calcoli 9 Sonl'^ 
matorio > e Integrale . Sarà utile occupkrsene . 

Sia p{oG ^y y ^y) una funzione qualunque delle quantità 
che sono tra le parentesi : una equazione a differenze -differeUf 
ziali che potesse ridursi a questa forma 

• • • • 

ÌÌÌ!L^j^ = Fa; è sempre integrabile . 

Infatti le ordinarie regole d' integrazione ci danno 

<p{x yy ^ ùay ) = f^x . dx H- Cost. » che è un' equazione a dif* 

ferenze finite soltanto 9 Y integrazione della quale appartiene al 
Calcolo Som matorio . 

Se per esempio fosse proposta l'equazione alle differen;i:e^ 
differenziali 

A(£)-*-B(^)e=X, essendo B quantità costante , e4 X n»- 

na foazione di a; > è facile vedere che essa si trasformg ìa 
quest' altra 

ILA^^ = X , dalla quale si ha subito 

Ay H- Bj' = /Xdx H- G , il cui integrale finito non ha più 
alcuna difficoltà . 

Nella stessa maniera un' equazione alle differenze -differen- 
ziali che potesse ridursi a questa forma 

A^ \a7,^,(^))- =Fa;, facilmente s* integrerebbe o almeno 
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la dilficolta sarebbe ridotta a quella delle ordinarie equazioni 
difTerenziali . 

S' intende facilmente come potrebbero trovarsi due simili 
classi di equazioni integrabili negli ordini superiori • 

Da questi prìncipi dipende la solazione del Problema se- 
guente • • 

,9 Trovare una curva tale che prese le ascisse in prògres- 
)) sione aritmetica ^> a?H*i9 «H^a ec. > i raggi osculatori 
9, R ) R' , R'' ec. che vi corrispondono » siano anche io questa 
)> progressione ) di modo die abbiasi 

3> R^ =5 R H- ^ > R'^ =5 R' H- a ec. 99 . 

L' equazione che risolve il Problema è R^— Vi =fa^ 
ovvero 

Se facciamo (^) = p, la Teorìa delle earve ci ffià 
* TééV * '^'^ 



(IH-/'»)* 



R' s= R r= — ^ "]^' ' : V eqvaiioD» dttttquttdella 






L!L±?11^ ^ ^' f^ = a , che iatecrata rapporto alle diflfe- 

(è) (z) 



renze finite , ci dà 

^'"^^^ - = — ax ^ Cost , e perciò 



rf^ 



<fx 



(IH-/»)* 



Facciamo una prima integrazione , ed avremo 
p e= -l(ax — c).c i essendo e' un' altra costante 

arbitraria , e questa è 1* equazione differenziale della curva che 



APPSNPICB I. ^77 

risolve il Problema . Ne lasciamo ai nostri Lettori lor svilappo 
per cercarne una seconda integrazione y onde ottenere V equa- 
zione finita della ourva* 

§. 376. Indichiamo per ^ una funzione conosciuta di x ^y > {^% 
(7^) ^^•- ^ chiaro che p indicherà quella funzione se x 

divioae a; •+• i ; ed y , (^) ce, divengono y ^ ( "^^ ' } 
ec. 9 egualmente ^ diverrà p 9 quando or diviene 4? -4* 2 i 

^jr ' «y* -*- a ^^' ^ ® ^^^ ^^ se^jaito f S0 dunque un' equazione a 
differenze- difTerenzialì poirk ridar»! a questa forma 

<^ {* » J' » (£) ce. } H- Af {a? -i- ' » /^^ , » ( -Jr^^) «e } 
B^ i X ^ <i y Y , f -iL"t2 ) ee. ì H-^ ec. 3s= X , è mauife- 

^ -^jr -4-a ^ ^r ' ^ 

Sto che potirà coo^iderarsi come un'«equazione lineare a diffe- 

renze finite deir ordine n > cioè 

p H* A^ H- B^ H- ^'Vp ssa X , r inte- 

grazioiìe della quale ci darà a peerem supporre che ci dia 
p =: Yx j essendo F^;^ una funzione couoscima e determinata 

X 

di jCt e dì /z costanti arbitrarie. 

L^ equazione poi p =3 Fa; sarà uu' equazione dif&renziale 
^ {^«jJ'^rC— )y (jt) ec. J =sFx, di cui r integrale sarà nel 

tempo stessa la sotnma ìntej^rale della proposta • 

Tutte le volte pertanto che uria proposta equazione a dif- 
ferenze- difierenziali ridur potrassì alla forma . superiore y la di 
lei Somma Integrale dipenderà da una integrazione d' equazio- 
oe a difierenze finite ^ e da una d' equazione ai differenziali . 

Per esempio 9 T equazione 
ay^^^^ b(~ ) H- c( -^^ ) = X , in cui a , 6 , e 



X -^ T ^ dx ' ^ dx 

sono costanti , ed X funzione di x y potrà sempre integrarsi 



278 APPENDICE l 

se c =s ab y poiché allora V eqaazioae saddetta si può mettere 
sotto questa forma 

p ^ap =X, facendo* =vh-&(^). 

Per esempio , Y equazione a coefficienti costanti 

(«) ('^r^)-*-«(^)"^*>,-^» -^^^,= X, PO- 

tra sempre integrarsi se e =^ba^ poiché allora potrà mettersi 
sotto questa forma 

ap H- ^ . = X , essendo p =iby ^ (^). 

La prima di queste dae equazioni ci dà 
^^ = ( — a)*"^ -^C H-2 rz—vj} » ® la seconda 

,,= -1;{C'H. /«"(-/. )—[CM.2^]<i«},es«n. 

do integrate con le formale del §. 46 del Cai. Differenz. fr 
nite ; e del § 125 del Cai. Differenziale. 
Facciamo X = o ^ ed avremo 

^^ = -^ {G' H- C/e ' { — a )*^ dxy y ovvero cangiando la 



fi 
forma della seconda costante y ^\ 

^ r r . /^^. ( — a .€ ) 

ed in fine 

^ = Ce H* Cr'( — a )* , essendo G" una costante arbitra- 
ria , come è G' . 

E questa è la Somma Integrale dell' equazione 

( ~/^ ) ^ o-ii^) ^ by -H aby = o . 

^dx^dx^-^x-^ì^x 

A questo risultato possiam anche pervenire per mezzo del 
metodo del §. 372. 
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Facciasi y == Ce"* , ed avremo per determinare « quest* e- 
quazione 

e*« H- o.ok •+ be' h* 6a^ = o , la q.uale sì decompone nelle do© 

e**'H*a = o, tf-+6==o> che ci danno 

y = C ( — a ) , ovvero y = Ce ; ora la proposta essen- 
do lineare > avremo 

j^=:G( — a)*H*Ce come sopra . 

Supponiamo che i coefficienti dell'equazione (a) siano fun- 
zioni di a; 9 e si abbia 

(a)....(%ii)H-«,(^')-^V.^.-f•c.^,= X. 
Facciamo <f> t=s b y H-(-r-) (^) » ed avremo 

X X '^ l X ^ » JC 



(^) <P^^, H-a^(p^=X^(6^_^a^ — c^)j^^, quindi 

semplicemente ^ h* a =: X se e =: a 6 : quando 
dunque tra i coefficienti a ^ b ^c avrà luogo questa condizio- 

X X ^ 

• 

ne 9 la proposta (a) sarà integrabile. 

Supponiamo che tal condizione non sussista » e facciamo 
b a — e =:: m ^ sarà allora 

jr — I XXX 

(e) ^ ^i^^*^ ^ =:Xh* ot j' • Differenziamo que- 

Sta equazione > ed avremo 

y (~)> ove ponendo il valore di .( > ) ^^to dall' equazione 

X dx qX 

(6) , si avrà 



• ■ 



àx X ^ dx ^ X c/;ip ^ 4/* ^ jp ^* • ^^ </jp 

m b \y • 
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Per mezzo di qaesc' oltim^ equazione § della ( e ) elimi* 



marno v , e si troverà 



— ot^6^_j}{a ^j-i,a^^^ — X}; pz^ , la quale pren- 
de questa forip^ 

(d) (IjLtl) ^a i^)^b' p H-c' p t=X'. 

L'equazione (d) ha la medesima forma della proposta (a); 
ella duncjue sarà iatesrabile tutte le volte che e =zcCj}' _^- 

Se ciò non succederà , si potrà trasformare X equazione ( c£ ) 
in un' altra ad essa simile ^ e cosi via discorrendo . Integrata 
r equazione (cf) si coooscerà il valore di ^ ^ e da questo qnel- 

lo di j^ ; r integrale dunque dell' equazione (a) dipenderà da 

quello dell'equazione (cf). 

Se nelle continue trasformate non ginngeremo ad alcuna 
equazione intjegrabile $ si concluderà che la proposta (a) noa 
può integrarsi con questo metodo . 

§• 377- Egualmente se per p sì rappresenta una funzione di 

y ^y ^y ec. > e se nn' equazione alle differente -dif- 

ferenziali potrà mettersi sotto la forma 

A-hAr^ì-j-^C^^ÌH^cc. =:X, ne avremo la Somma Inte- 

graie, integrando subito quest'equazione differenziale , e trova* 
to il valore di p , cioè trovato 

Piy 'iJ ^y ec. ) = "^^ essendo il secondo membro u- 

na funzione conosciuta di x^ prendendo T integrale finito di 
quest' ultima equazione a differenze finite . 

Per esempio , prendiamo la stessa equazione del paragra- 
fo antecedente 

(«) (%-) H- °.(^) -> V.^, H- c,^. = X, e 

facciamo 
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p 1=1 y ^^ a y i avremo allprt 

<^) -^^*^-^ {^*~ ^*^^-' (^)} ^y,^^, ovvero Sem- 
plicemente 

{-^) •+ b^4>^ =5 X , se c^ « 5^ a^ H- ( -^) ; quando dunque 

tra i coefficienti della proposta regnerà questa equazione 1 sarà 
quella integrabile. 

Supponiamo che non sia nulla la quantità 

c — b a — ( -~? ) I allora yappre^eptandola per m « la prò- 
posta diverrà 

(&) {-il) H- h^<P^ ^ mj^ = X . 

In quest' equazione ( ò ) auìnentìamo la pc di un' unità ed 
indicando per X' ciò che allora diviene X ^ vivremo 

(c) (.JL±l)^b (b 9+ m y =:X'. 

Ora se per mezzo delle due equazioni (6)»(c) e della 
supposizione ^ s=j/ .^ a y eliminiamo j^ ed j^ , a- 

vremo un'equazione alle difFeren^e- differenziali sipaile filla pro- 
posta (a) : sarà essa dunque di questa forma 

rà anche integrabila se 

firn' V 

c = ò' a' •^V"^/- se questo non fosse, la trasmuteremmo 

di nuovo in un' altra , e così di seguito • 

Non sviluppo di più queste integrazioni ^ perchè non mi 
sembrano di grande importanza . 

§• 378. Neir equazioni a differenze finite, la differenza della 
variabile a; non solo può essere una qualunque quantità costante» 
ed una funzione della stessa a;, come si è veduto nel Calcolo del- 
le differenze finite, ma ancora una funzione determinata di y^ 

Tom. IV. N n 



I 
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l'iS ( dx^ ' ^S^ ^®* ® ^^S^^ integrali /yda; ,/Vda:' ec 

Per vedere come tntto questo possa avvenire, e come langi 
dall'essere nna semplice combinazione analitica, possa aver luogo 
nella Teorìa delle curve , noi anderemo a considerare il seguente 
Problema . 
jjQ „ Trovare una curva ZS tale che prese due ascisse AP, AP' 

„ in modo di avere AP' — AP = PP'ssr a, queste corrisponda- 
„ no a due ordinate PM,FM% tali che P'M'~.PM = NM'=r6„. 
La soluzione del Problema è contenuta in quest' equazione 

y ^ "= y -^ ^ ^ 

Ora MN,NM' ponno essere dipendenti dal punto M, e per- 
ciò funzioni dell* a: e dell' j^ che è incognito: essendo quelle linee 
dipendenti dal punto M , può questa dipendenza obbligare la tan- 
gente al punto M, il raggio di curvatura ec.,la superfìcie ZMPec.) 

e per questo le due MN , NM' esser funzioni di j/ , (^ ) , ( ^J ect 

fydx ec. 

Può infine una certa proprietà che si richieda in un qualun- 
que punto M, determinare un altro punto M% ove debba sussiste- 
re un'altra proprietà, ed allora le due MN,NM' saranno funzio- 
ni dipendenti da quei medesimi punti, e perciò funzioni delle or- 
dinate di essij ma tutto questo si renderà chiaro per mezzo di al-, 

cuni esempì • . , • 

Se si dimandasse per esempio, una curva che prese due ascisse 

AP,FA differenti tra loro di una quantità PF eguale all'ordinata 

PM, le due ordinate FM',PM differissero tra loro di una quantità 

eguale all'ascissa a;, 1' equazione che risolve il Problema sarebbe 

E da questa equazione si tratta di ricavare l'integrale dato per ^. 
Onde riuscire in questa ricerca, facciasi x^y = 2 , ed avre- 

mo y = z. Differenziamo per rapporto ad a:, e sarà 
si decompone in queste due 
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La prima di queste eqaazioQÌ dà ìq = Cost. > e quindi y =; G — x. 

La seconda ci riconduce a quella d* onde siamo partiti i e si ha 
y = ;5 .i^ C , dalla quale si ricava iubito y = » «-h C' ponen- 



dovi X per « . In questa maniera troviamo queste 4q6 equazioni 1. 
le quali soddisfanno al Problema 9 cìa^ 

y^=z^ X ^ C , ^^ = <c H- C\ 

Queste due costanti C , C non sono già arbitrarie > ma deb* 
bono determinarsi in maniera che queir equazione dpi Problc* 
sua sia soddisfatta . 

Sostituiamo qeir equazione y — y ==: k ì\ valore di 

^^ = — a? H- e , ed avremo y — G-+* = a?» J'c''^^* 
ina facendo a; = C celi' equazione y = -r- a -+ C| si ha 
^- «= ; dunque C = o , ed una delle due soluzioni del Pro^ 
blema è y a= — « . 

L* altro valore v s= « -t- C ci dà 

^ax^C-y, ^^ax^C ~ ^ - C' = X, quindi 

^ffx ^ c' ~ ^"^ ^ ^' • ^^'^ ponendo ax ^ C invece di x in 
y^^=s X ^ C, si ^^y^^^Q, ^^ 9X^ aC'j dunque sar^ 

%x H* aC == aa? H^ C > ed in conseguenza C =^ Q • 

Il Problema dunque avrà due soluzioni dateci dqlle (Squazioni 

L' una e 1' altra equazione ci esprime una linea retta che fa 

con r asse un angolo di 45''. e che passa per l'origine delje ascisse. 

§. g%g. Se indichiamo ppr u una funzione qnalupque data di 

«; 9 j^ > ( ^ ) ec. f con lo stesso metodo del §. antecedente si integra 

l' equazione y = y h* è : infatti differenziandola » si ha 

(g) {(£) - == <^» q°i°di (S) = ^' °^^^^^ (^)- ' =°- 

La seconda di queste equazioni ci rende la proposta 
y =su^ b\ nella quale la variabile u viene riguardata come in- 



\ 

1 
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dipendente ; se in qnest' equazione si fa u =i x ^ essa diviene 
y z= oc ^ b che è l'equazione di una linea retta , e ci dà una so- 
luzióne del Problema . 

L'altra equazione ci da w = e costante arbitraria- 

Ora u=zF ^Xjy^ (£) ec* } ; dunque 

^ {7 ^y ^ ij^) ^^y = C , e V integrale di qufest' equazione ci 

darà il valore di j^ in a? che soddisfarà ancora esso alla ricerca. 
Quest* ultima equazione ci rappresenterà in generale una curva. 

Un tal valore di y conterrà un numero di costanti eguale al 
più alto differenziale contenuto in w, di modo che se questo più 

alto differenziale è ( j^), T integrale conterrà ri costanti arbitra- 
rie. Se anche vi computiamo la costante C» allora esse saranno 
/2'-4- I di numero, delle quali ne deterniincrenio una in tal gui- 
sa che soddisfaccia all'equazione proposta , come abbiam veduto 
al §. antecedente. 

L' equazione più generale 
y„ H- ay^^ H^ ^.rg^ H- ^^Py^u == ^ H- 6', nella quale 

a yb ec^j p y b' sono quantità costanti , si integra col metodo stes- 
so , e si ha z^ = Go5f. , ovvero 

F-r^j^>(^)cc/^ = Cose. , da CUI V ordinario calcolo integra- 
le dar ci debbe il valore di j^ . 

La costante C poi sarà deternlinàtd pet mezzo dell' equazione 

y ^+ ay ^h ^ "^ py s= C -f 6' > ponendo invece di 

y^yy r ^^'^ ^ valori ricavati dall'integrale dell'equazione 
F|jc,j^,(£)ec.} =C, col fare a? = G, =2C, = 3Gec. 

Non mi trattengo di più sopra questa classe d'equazioni • 

Per farne tutta via un esempio proponiamoci questo Problema. 

59 Trovare una curva tale che al punto , cui corrispóndono 

„ le coordinate x ^y ^ condotta una normale, ed al piede di essa 

„ alzata l'ordinata, questa eguagli sempre 1' ascissa x aumentata 

„ della subnorraale jy(£) 9, • 
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E' facile vedere che T equazione, dalla quale dipende la so- 
luzione del Problema , è 

Avremo dunque da ciò che si è detto sopra , una prima splu* 
ziònc dataci dall' equazione ^ = a? • 

L'altra soluzione ci sarà data dall'integrale di quest'equazione 
a;-f»^(^) = C: essa' dunque satà jf* = a -f ^Ca? — »* essen- 
do C, a due cosfatati, dèlie quali una sfola è arbitraria . 

Per determinarla abbiamo l'equazione V{a -+^ C) = C, 
dalla quale si ricàVa a ^=^ o i dunque y^ ===? 2Cx -^ a?* . 

In due maniere dunque potremo soddisfare al Problema , o 
due saranno le curve che lo ^ioglieranno , cioè una linea retta 
che fa un angolo di 45" con Tasse delle ascisse» ed un circolo il 
cui raggio è C . 

§. 380. Passiamo adesso a considerare le equazioni alle diffe- 
renze-differenziali parziali » cioè quelle nelle quali la differenza 
finita si referisce ad una variabile, e la differenziale ad un' altra. 

La formula generale di una siffatta equazione del primo or- 
dine è di questa forma 

(— ^— } = Ffa? , V , 2; iZ , )> nella quale il secondo mem- 

bro è una fnnzione delle quantità poste tra le parentesi . 

Per integrarla io osservo che ( §. 34) si ha generalmente 

z =2; H-^(x) H-^(^!) H- ^(^) H- ec. facendo nei 

coefficienti differenziali y =^ o ^ differeaziazioni eseguite . Si trat- 
ta di trovare il valore di questi coefficiènti nel détto casd. 

Il valore di z rimane indeterminato ; dunque rappresentan- 
dolo per (px , l'equazione proposta ci darà quando j^ = o, 

Se ora differenziamo la proposta medesima per rapporto ad j^j 
avremo ( j^) datoci in funzione delle quantità 



^ 
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^^y*^M,f^\'*-i.y^^7,^^^ '%'*' '' ^° V^^^^ fonzione so- 
ftitaìscsui il valore di ( j ) » e quello di ( '"^^^y ) ricavato dal- 
la proposta coir aameotare la x di no' nnità , ed allora il valore di 
(zv) «rà espresso per « , j' , « . ♦ 2, / , . > « « ^„ . i ove fa- 
remo y=so^t\o arremo espresso per a; 9 ^jc » ^(«h- i ) > ^(x h- 2). 
Nella gaisa stessa troveremo ( j^ ) dato per or, ^^c, ^{x-¥ i )» 



^(«? H- a)> p{x^ 3), qoandoj' = o, e così di seguito per gli 
altri coefficienti difTerenziali . 

Sostituiti i valori di quei coefficieoti nella serie % ci darà essa 
il valore di z espresso per nn numero infinito di termini. 

Si vede dunque che T integrale completo della proposta e- 
quazionc è sempre ottenibile per mezzo delle serie : contiene esso 
di natura sua una funzione arbitraria ^(^) . 

L' equazione più generale 

(^p c= F ^a: , j^ I «^ » « ^^ } si può trattare col medesimo 

metodo 

\\ Calcolo DifTerens^iale ci h'a somministrata «la serie genera- 
le per r integraziooe di quelle equazioni : un' altra serie pel mC'- 
desimo oggetto si ha dal Calcolo delle differenze finite . 

Infatti dal §. 23 di quel Calcolo si ricava questa serie 

nella quale Io differenze finite si referiscono alla variabile x% e 
debbe farsi oc t=3 09 dopo che si sono prese le ditferenze finke. 
Ora ponendo neir equazione proposta z H« As invece 

di £ « e ricavando da essa il valore della difTèrenza fiaita 

<»•+> *y 

As ) avremo 

{a) A« =/{«,jf, z, (l5)}', ove il secondo mcm- 

bro rappresenta una funziona delle quantità contennte tra le pa- 
rentesi . (Jucsta equazione non determina il valore di z quando 
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jc s= o 9 e perciò sarà esso rappresentato da una quantità arbitra- 
ria (i>y^ funzione di ^; avremo dunque per tal caso 

Prendiamo la differenza finita dell'equazione (a) per rap- 
porto ad 07 , e si avrà 

ùi'z^ ^^f{x,y,z^y l^z^y ^(^)}> indicando per/' 

la nuova funzione che formar dcbbe il secondo membro nel pren- 
dere quella differenza : sostituendo in quest' ultima equazione il 



Talore di Az « che ci è dato dalla (a)> e quello di A( — ), 
ovvero (^) somministratoci dal differenziale della medesima (a), 

^ dy ' 

per rapporto ad y , avremo 

^^^^.y^'^'^^'-^^^^^è^'^S"'^)' ""^^ facendo a^ = o, si 
troverà il valore della differenza sfinita seconda 

Nella medesima guisa potremo trovare i valori delle differen- 
ze finite degli ordini superiori pel caso di a; = o , e si avranno 
allora i coefficienti di quella serie qui sopra riferita 9 la quale rap- 
presentar ci può r integraile completo della proposta . 

Per farne un semplicissimo esempio propongasi T equazione 

z =(-). ^ 

L'integrale di questa equazione può trovarsi in due modi 9 o 
per mezzo della serie dataci dal Calcolo Differenziale » o di quel- 
la dataci dal Calcolo delle Differenze finite. Queste due diverse 
espressioni dell' integrale sono le seguenti 

2^^^^ = f«H-^9(a?-+i)H-^^(a?H*a)H-^^?>(^H-3)H-ec; 

.'^ = F^-.«{(|)-F}^f<5iO{(^)-.(|).F)^ec. 

d' ambe le quali è manifesta la legge : <px , Fy rappresentano due 
funzioni arbitrarie 9 Tuna di a?, T altra di y . 

3e facciamo ^x ^=s x^ la prima serie divicHe 
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X =:: X ^ y{x ^ i) H*^(^ -4- a) H^ ec. = xe^ ^ ye^ ^ e 

sarà questo un integrale particolare della proposta.. Da questo in- 
tegrale si vede che fatto or = o , si ha 

z = Fy =5 ye^ . Ora ponendo nella seconda sèrie ye^ invece 



di Fyy si trova lo stesso integrale particolare pce^ -j-.j^e^. 

Il metodo spiegato può estendersi anphe alle equazioni degli 
ordini superiori , ma egli si complica a tal segno > che non ci è 
di alcuna utilità . 

§. 381. Le equazioni a differenze -differenziali parziali pre- 
sentano qualche facilità per essere integrate, quando siano linea- 
ri . Allora la combinazione dei metodi cb^e si adoprano nel Calco- 
lo Sommatorio e nel Calcolo Integrale, conduce alla bramata in- 
tegrazione . Io ne dirò qualche cosa , incouitnciando ddlle più sem- 
plici equazioni per andare alle più composte . 

Essendo z , ovvero z una funzione delle due variabili 

X ^y ^ propongasi Y equazione 

x-hi ,y x,y ^^ ^dy^ 

Facciamo z == C»^e^ ^ essendo C , a » fi tre costanti in- 

determinate, ed e il numero il cui logaritmo iperbolico è T unità. 
Fatte le opportune sostituzioni nella proposta , e dividendo 
tutta r equazione per ciò che vi è di comune nei due membri, 
la costante G svanisce., e tra a ^ ^ otteniamo quest* equazione 
<« r= A H« B|3 , ,con la quale determineremo una di quelle costan- 
ti per r altra . 

Determinando |3 pec^, avremo |3 = ?!i~^ , ovvero facendo 



a = ^ , — ^ s= ,5 , sarà fi = act h* b : dunque 



1 

B ' B 



Z 



Cx {act'^i)y g-y h ^ ^^y g^ ^ 

01. e ;= Ce . a e , ove vj e una costante ar- 



bitraria , ed a è un* indeterminata cui possiam dare che valore 
ci pi«ice . 

Sviluppiamo in serie ordinata per le potenze di a la quantità 

ù^y , 

e , ed avremo 



z 
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ovvero ( § 87. CaK difF. finite ) sostituendo = in vece della potenza 
deirihdetel-tìiinà^a a*vttflaf«ttàionearbitjfanaV' - : • '*'•' 

^'\ Questa serie va' arr'infinito ; ' ^' ' 

Si può ancora ottenere l' integrale sptia riha forma .finita' nel- 
la^l^ufea scgtiente : •'.'..,, , ' . 



N 



Essentlo ìp tsx ?- . Ca^^^ . e**^i ;« i paniamo ia vece (teli* 



t ' 



quantità esponenziale Ce**^ una fupziqne arbitraria j^ di j(» co- 
me ci insegna il §. citato , avremo da sostituire (-^) invece <Ji 

Ca « e , e perciò sarà z^ = e .a . y^j » ^ integrai© 

completo della proposta , fy essendone la funzione arbitraria . 
Abbiamo determinato J* p«r « ; se noi àvessinaio det^r-naioató 

tf'per Pi avremirid ivtìt^z -^:i=! .CS( A: -^i' B^ )* . <j^^: ,• e^^wendo lo 

^9 y 



^ *■ • * É K •ì^' 



^Viluppo della, potenza a?» - , di quel binomio j 

z = e / A' -f- a:A'~'B0 H- 5Ì£=:J_) A*"'B*/3*h- h 



Se'tjoi póniamo-^ invece di Gei , «vrettto 
z =A%>H.afA*~'B.(^)-f-?if^=^A""*B'.(J?)-f....^^ 

' ^ S '( 7? )y « qnest© sarà anche T integrale completo della pro- 

Si. avverta a proposito di questi -integrali, che;la variabile x 
debbe essere un numero intiero 9 giacché se così non fosse i le dif- 
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fereiiziali) cnì quella variabile serve d' indice , sarebbero allora 
quantità immaginarie • 

§. 382. Se i coefficienti A>B sono funzioni ài Xy noi snp- 

pori-emo z = C^ • e > essendo a una funzione di ^, e fatte le 

X y y . X X 

Opportune sostituzioni e riduzioni si avrà a =s Àa «^^ B^ . |3 , 
ovvero » =a(AH-B/3)« che è un* equazione a differènze fi- 

X -4* I X . ■ 

nite del primo ordine 9 nei coefficienti della quale si contiene una 
costante indeterminata ^ « 

Per r integrazione di consimili equazioni si è parlato al §. loi 
del Calcolo delle Diff. Finite > Tom. I. Si cercherà il valore della 

funzione » ordinato in serie secondò le potenze di j3 ; e se P^^ ne 
rappresenta un termine , avremo neir intagrale il termine corri- 

spendente CP|3 e che si trasformerà in P(~~)> essendo (py una 

funzione arbitrària . ' - * 

Quando i coe^cienti fossero stati funzioni di j^^ avremmo sup- 



posto z =iCct .uy essendo u una funzione di y : fatte allora 

le debite sostituzioni e ridii2!idni s otterremo- ^ - 
il . w =B Am -rh B ( j" ) ,. ovverà (fé), =^^^^ . u , equazione diffe- 
renziale del primo ordine, nei coefficieati della quale trovasi \ina 
costante indeterminìira «. Al §• 143' del Cài- Ine. Tobi. II. abWamo 
parlato di tali equazioni, così non mi vi trattengo «Iteriojrmcnte . 
Nei tre casi qui soprii considerati , -ove cioè I^^i boeffiòiienti 
erano costanti; 2**. funzioni di a?; 3^ funzioni di j^, se IVgtìàziòne 
avesse di piii contenuto una quantità X h- Y, indica'ndo;§^'X u- 
na funzione data di *; e per Y un'altra funzione di y^ ne avrem- 
mo facilmente, ottenuto r integrale . Per questo alle supposizioni 
nel valore di z i fatte qui sopra , bastava aggiungere w H- w , 

essendo u ,w dne fanzioni incognite respettivàìfleffìte. di «edi^, 

e determinarle i(i modo che l' equazione proposta fosse soddisfatta I 
«fi sarà dato allora u da un'equazione a differenze finite del pri- 
mo ordine, ed u da un' equazione differenziale parimente del pri- 
mo ordine « 
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Se i coefficienti A » B fossero nel tempo stesso funzioni di x 
e di ^ , non sapremmo come integrare Y equazione . Potrebbero in- 
vero assegnarsi certe forme particolari ad essi , le quali ne per* 
mettessero T integrazione, ma tutto ciò non facendo molto progre- 
dire la Scienza, è da noi interamente abbandonato • 

§. 383. Prendiamo a considerar^ J'^qnazione , 

<^ ,., =.A»^^., -^B( :!^,)^q('Jfii^) essendo A,B,G 

quantità costanti . 



* % 



Se poniamo come nel $. antecedente z =1 m .e 9 e fac-. 

ciamo le opportune sostituzioni e riduzioni , avremo tra a e fi 
qnest' eqn^zio'ae it.== A H? B^ H- Ca^ , là quale servirà a de- 
terminarci un'indeterminata per T altra . 

Determinando a per P per aver maggior semplicità neir espo- 
nenziale indeterminato, avremo 

• = 7^» quindi / «(^)', e perciò 

x,f ^ 1— C/3 ^ * 

Se il coefficiente di e . lo sviluppiamo in una serie ordinata' per 
le potenze di /S-^ sarà essa composta di un numero finito di termi- 
ni; sia. uuQ di questi termini Bp*", e ad esso corrisponderà il ter- 
mine Kp e ', il quale si cangierà in R(^), ovvero Ikf^ dy . ^ 

^ quando r sia , negativo , indicando per ^ una fnnzione arbitraria di 
y . Si avrà in questa guisa l' integrale della proposta espresso in 
serie infinita. ' < 

Qnde. averlo in termini finiti, facciamo Cfi — i =Cy, es- 

sendo y nn* akra indeterminata > è si avrà p =s ^ ^ ± ed 

Per maggioi:^isemnlicità di scrìttdra mettiamo a invece di 
~c^y e b invece di ^j avremo allora 
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6 9 e quindi 



^,/«=-'<?^^ = (f H-.òr.e^'''''^^ posto e per ^. 
Ora il canone Ncntoniano ci dà ' 

& J^ e . d , « ponen^ una fonzicoe iaibitraria py ovvero 
(p di ^ invece di e , avremo 



»,y - \, " " r -- ~j ~j -r ' j, X 

" • o y ay . ^ H- . •. . . . . -4. è f V , che sara 

. 1* integrale- della proposta » composto di uq numero finito di termini. 
Qna^do l' equazione « = A H- S^ -h C<e0 fosse decomponi- 
bile io due fattori del primo grado ', po'tremmo aver V integrale 
sotto una forma assai piii'semf^ioe . Infetti siano i djne.fettori « - ro , 
P-rt, di modo che (« ^/n) (/3 - /i) =»- A-B^- C«/3 =0; 
allora avremo a *= ot , ovvero j3 = 72 per soddi^fkre a «jueU* equa- 
zione : sarà in questo caso 

* -fiy *'•*'■■•■•■' 

^^ ==* w -e , •(vwora.)5^., sq; n ..^ ..dQ.poip^atno;^ in<reee di 

e/, e Fa? invece di »' , otterrethò questi due valori per z , 

2; =ì TO ©y j js =K e .rXj e la somma di essi soddisfarà an- 

^ cl^c alla spddetu equazione» giacete ^aesta è lineare; sarà pertanto 

Se i coefficienti fossero funzioni di una delle variabili « se ne 
cercherebbe T integrale come abbiamo indicato al §. antecedente. 

In generale senza inoltrarsi nelle equazioni '^f^U ordini su- 
periori y faremo osservare 9 che per essere integrata richiedono i 
medesimi artifi^j delle equ^azioni a differenziali parziali , e di quel* 
le alle ditferenze finite e parziali . 

Imperocché siavi per esempio in un'equazione lineare a cosf^ 
£cienti costanti il termina 
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iJl^ii!). Sapponendo al solito z 
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=5 a e , avremo un e- 



quazione tra « e j3 ) nella quale vi sarà il termine corrispondente 

Ma^p**. Se quest'equazione algebraica sarà decomponibile in flit- 
tori dì primo grado ) ognuno di essi ci darà un valore di a espres- 
so per ^ , quindi un valore per z . Sia uno di tali fattori a — 



6(3 

z 



*>> 



^guenza 



a = o , ed avremo « 



ép > ed in conseguenza 



6/3) e > ovvero 



(« 



Olia ^bfi 



• • • • 



. -h b ^ )e , ed ia conse- 



*;> 



tS« .^ 



aoft* '^(m)^ 






*^ d'<> 



p • 



• • • •^ "O vv^ ) • 

Ogni' fattore ci darà ùn*i di quéste espressioni per';é" con- 



s • * . 



OBoente .ima faniaooe arbìtniria> « la «omoia di tutte sarà V iote- 
t^gcsle completo'. . •-. - 

Quando V ^eqaaswns^rfilgQbraica non saie decomponibile in 
r£mori di prioio cyrdìne » Y integrale in geo<Mra}e non potrà aversi 
«spresso che in serie inUp^tt ; hanno qtiì Inogo ttuti gli artiiizj 
da noi adoprati per integrare le eqnazioiii a differenze finite • 
parziali 9 e a diiierenziali pansiali. 
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Sopra gV Infinitesimi. 



$- 384* ir Calcolo DifFerenziale si è cHìamato altra volta 
JL Calcolo degli lofinitesioiì ^ perchè i difTerenziali 
delle quantità avevano il nome di quantità infinitesime . 

Con tal nome si voleva indicare una quantità minore di ogni 
assegnabile , vale a dire così piccola > che non poteva immaginar- 
sene una minore di lei. 5i stabiliva poi che una quantità infinite- 
sima potea impunemente trascurarsi in confronto di una quantità 
finita e determinata . Viceversa si chiamava quantità infinita o in- 
finitamente grande quella della quale immaginarsene non poteva 
una maggiore, ed a riguardo di una quantità infinita si trascurava 
qualunque quantità finita e determinata quantunque grandissima > 
di modo che delle tre quantità infinitesi^ia , finita > ed infinita se oe 
faceva una proporzione contìnua . 

Stabilita resistenza delle quantità infinitesime 9 ed infinite t si 

è facilmente veduto che T immaginazione poteva spingersi a crea- 
re diverse classi in queste grandezze infinitamente grandi ed infi- 
nitamente piccole; si sono fatti quindi gV infinitesimi ed infiniti di 
diversi ordini; chiamando infinitesimo di secondo ordine una quan- 
tità tanto minore di un infinitesimo di primo 9 quanto questo di una 
quantità finita; e quantità infinita di secondo ordine una quantità 
tanto al di sopra della quantità infinita di primo > quanto questa 
lo era di una quantità finita; perciò gì' infinitesimi di secondo or- 
dine si trascuravano in confronto di quei di primo, come gì' infi- 
niti di piimo si sprezzavano a riguardo dì quei di secondo. Egual- 
mente s'immaginavano gì' infinitesimi e gl'infiniti degli ordini su- 
periori, <3 loro si attribuivano le stesse proprietà. Per questo sim- 
bolo 00 si rappresentava l'infinito, e per — l'infinitesimo: ciò sta- 
bilito, indicando per Tunica una quantità finita, si ha 
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r qaantitk finita | l quantità finita 

00 quantità infio ta di I*. ordino 1 — quantità infinitesima di I*. ordina 

OC* quantità infinita dì 2*. ordine I — ;: quantità infinitesima di a', oraine ^ 

0»'- quantità infinita di ^^ orJine 1 — j quantità infinitesima di S"*- ordine 



00 
ec. * ec. 



§• 385. Ora se rappresentiamo per (f>{x) uaa funzione y di 
ce, si ha ( §. I ,a) 

j^H- Ay=^(jc-H-«)== ^(^) •+jpcoH-5w'-+ roo'-h ec, quindi 
Ay = pw ri^ grw* H- ru)5 H- ec, indicando per oa nn aumento in- 
determinato della x: supponiamo dunque che questo aumento sia 
lina quantità infinitesima, allora i termini ove si trovano le poten- 
ze superiori alla prima dovranno svanire in confionto di essa , ed 
avremo Ay 5= /)w . Questa differenza finita sarà in tal supposizio- 
ne una quantità infinitesima. 

Indichiamo per dx V aumento infinitesimo w > che si chiama 
il differenziale ài Xy e cangiamo il A in d , onde significare il 
cambiamento che ha sofferto quella differenza finita in virtiì di ta- 
le supposizione; sarà allora dy = pdx. 

A sif&tta quantità infinitesima pdx si dà il nome di differen- 
ziale primo della (p(x)i la quantità p che è il coefficiente della 

prima potenza nello sviluppo dì f) (« h- w)> è = ^^, cioè egua- 
le al difTerenziàte àvjf diviso pel differenziale di x- Questo cpef- 
iìciente p si'/fàppreiienfi èimbolicàmcnte per (^), ovvero (^) 
ponendovi^ le .p8i;^tQ»i. per indicare al solito che si differenzia re- 
latWamèri^ questa guisa dy = {^)dx\ 

■ '} . : Punqiae in sosfaoza «i fa la.stessa operazione per avere il dif- 

. :fereBziale di una funeione ài x sìa che si riguardi il dx come un 

iQliinento.i|i4etermina(o e iiqìto della «^ sia come un aumento infi- 

'Paitpsiaio : selle due ipotesi si preade egualmente il coefficiente p 9 

^i oiQltiplioa per die , 

Il differenziale del secondo ordine si ottiene prendendo il dif- 
ferenziale del differenziale del primo ordine pdx e moltiplicando- 
lo per dx^ avvertendo però di non fare alcuna operazione sopnr^ 
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il dxy iicrchc si considera come costante, ma sopra dejp solijau- 
to : è allora 

{£)dx.dx =s (^)dx* questo difFerenziale secondo. 

Lo stesso si dica dei differenziali degli ordini superiori . 

Per ciò che riguarda i differenziali delle funzioni a più va- 
riabili , siano totali , siano parziali , considerando gli aumenti del- 
le variabili come quantità infinitesime, e facendo svanire i termi- 
ni ove queste quantità compongono una certa dimensione) a ri- 
guardo di quei , ove esse compongono una dimensione minore , si 
ottengono per esprimere i differenziali parziali e totali , le stesse 
forme trovate nel Gap. I , e si seguono le stesse pratiche per fai- 
ne i calcoli . 

Per gli integrali delle funzioni non importa far parola , poi- 
ché di una formula differenziale Vdx, conranque si riguardi quel 
dx, conviene nella stessa guisa cercare l'integrale, vale a dire 
trovare quella funzione p(x)dì x, tale che sviluppando in serie 
ordinata per le potenze di dx la funzione^ (a? h- dx)i abbiansi 
per primi due termini -^a? wj* Vdx. 

Da tutto questo conclùderemo che quanto abbiamo dettò {iM&r 
differenziare ed integrare le funzioni, ha luogo sotto qualunque 
aspetto si riguardino i diiftrenziali , vale aidire, o come quantità 
finite , o come quantità infinitesime-. 

§ 386. Facilmente, si yeUc che pnò farsi la stesso discorso per 
la diffeienziazione ed integrazione delle equazioni . 

In uni equazione F ( ar , ^ ) ==* o facendo lamentare la x del- 
l;i quantità w , come- si h óetto (. §. 20 ) , e sviluppando, il primo 
membro in uaa serie ordinata per le. potenze di w, si ha questa serie 

T {x yy) -i- P(o H- Qw* H- ec=: o . 

Ora abbiamo osservato alluogo citato che debte' aversi ne- 
cessariamente- P = o , Q sss-Q co. , eP t=as o r abbiamo chiama- 
ta la differenziale prima 'di F( a? , ^.)=r a . 

Ti-ascmando le pdtcìizc di w superiori alla-prima:# si- giunge 
egualmente all'eqoazwoe' Pw s=b*oì otvv©rvP'it= aj cosà- ottenia- 
mo lo stesso risultato in un modo e nell' altx^ . Mentre- però nri 
secondo caso non- resta contento il nosno: spirito' nello sprezzare 
alcuni termini dell' equazione senza che questa cessi di stnastené; 
"^non vi è alcuno scrupolo nel primo, ove sì dimostra 4:iie qaeglL 
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Stessi termini appunto debbono annullarsi da se medesimi per na- 
tura dei loro coefficienti . 

Lo stesso si dica per le equazioni ai differenziali parziali e 
totali ; come pure per quelle degli ordini superiori. 

Quindi è che il Calcolo Differenziale considerato in se me- 
desimo 9 come artifizio di analisi, nessuna modificazione risente dal- 
lo stabilirne i princip) in mi modo o neir altro. . 

Per ciò poi che riguarda le applicazioni io osservo che tutte 
quelle applicazioni del Calcolo Differenziale , le qniali si ottengo- 
no per mezzo della semplice differenziazione o integrazione delle 
equazioni, vale a dire per mezzo delle equazioni sussidiarie, che 
la diflfereuziazione o integrazione ci somministra , nulla risentono 
della diversa maniera con la quale sono stabiliti i principj di que- 
sto calcolo , e sono tutte rigorose e legittime in ogni caso • 

Esse si appoggiano al Teorema „ Che sussistendo un' equa- 
,> zione tra più variabili , sussistono anche le di Iqì equazioni dif- 
fy ferenziali „ il quale è vero, per quanto il ragionamento i che. si 
fa con gr infinitesimi , non ci dia dritto di concluderlo • 

Le applicazioni alle cose di para analisi sono generalmente 
parlando applicazioni di tal fatta . 

§• 387. Veniamo a parlare delle applicazioni del Calcolo Ì3if- 
ferenziale alla Geometria, alla Meccanica 9 ed a qualunque altro 
oggetto di Filosofia Naturale . 

Sia X una variabile, della quale siano composte le funzioni 
T , p ; una di queste funzioni per esempio Y , essendo data , si cer* 
chi la p . Supponiamo che x aumenti di co , e le due porzioni di 
quelle funzioni le quali si riferiscono air aumento cO) saranno 

Ap=(g)«H-^-(;^)-«.ec 

Supponiamo che le condizioni del Problema stabiliscano cer- 
ta relazione tra A^ e A^f" » onde abbiasi tra esse un' equazione per 
esempio F ( A<z> , A"*" ) = o , nella quale il primo membro sia una 
funzione intiera delle quantità sotto le parentesi . 

W manifesto che sostituendo in quest' equazióne i valori di 
È^p ) ùi'f^ ed ordinandone il primo membxo per le potenze di oo^ 

Tom. Il/: P p 
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nyremo uq' altra eqnszSone di qnesta forma 
Pw H* Qw' -+. IRoo' H- ^c. = o, la quale secondo i principj d' Al- 
gebra Cartesiana ci darà 
P = o, Q==o,Il=:o ec. 

Ora il termine Fo) non può venire cbe dai primi termini 

( ^) (0 9 ( ^) w delle serie che '^compongono i valori di A(p, e At^ ; 

il termine Qco* non può venire cTie dai primi e dai secondi termi- 
ni di quelle serie, e così di seguito ;'dum{ue se considerando ^ co* 
me un aumento infinitamente piccolo, si trascinano le potenze supe- 
riori di esso relativamente air inferiori , si fa cioè Aip = (^) w » 

si gingne anche con qnesta inesatta supposizione ' all' equazione 
Pfo =3 O) giacché essa si ricaverà dall'altra 

^ {.^Tu^^^ ^^^^y ^^ o, trascurando nello sviluppo di F le po- 
tenze di ^ superiori alla, prima . 

Se la quantità P fosse identicsimente nulla, allora converrebbe 
tener conto delle potenze seconde di co , e si avrebbe T equazione 
Qu)^. ss o , Ja quale ci verrebbe dall' altra 

^ {(S)" -»- t(^)' (wi)'^ -*• ?(^)> = ° trascnrando nel- 

lo sviluppo le potenze di u superiori alla "seconda . L' equazione 
Poo = o è un' equazione differenziale del primo ordine ; e la 
Qoo^ =3 o lo è del secondo : V auidenta infinitesimo co tiene il Ino* 

go di dx • 

Quando co è una quantità infinìtesimst, anche le porzioni A^, 
At, sono quantità infinitesime, e come abbiamo detto sopra, si 
chiamano differenziali , scrivendole per d^ , cZt . 

Si vede pertanto che la supposizione delle porzioni A^ , At 
come quantità infinitamente piccole, per cui esse si eguagliano ai 

soli primi termini {^)dx^ {^ydx^'St in tutto rigore di analisi 

è falsa , conduce però ad un' equazione vera Vdx = o , imperoc- 



I <» 



APPENDICE li. . 299 

che quei termioi che in virtù di essa trascuriamo 9 non entrano né 
ponno entrare in quella equazione, anche che trascurati non fos- 
sero 9 essendo essa da loro indipendente . 

Così un tal supposto nella grandezza di oo , per quanto ìne^ 
satto , ci h però di vantaggio^ diminuendo infinitamente la pena del 
calcolo; vuole però essere adoprato con cautela, onde non indur- 
ci in errore nel trascurare alcuni termini, il che piii volte è acca* 
duto a valenti Geometri . 

§. 388. Ne questo è il solo vantaggio che si ricava dall' ar- 
tifizio degU infinitiefimi • Supponendo infinitesimo V aumento del- 
la a?, e quindi infinitesimo anche il differenziale d^j le circostan- 
ze particolari di un Prol^lema permettono talvolta eguagliare d(p 
alla ditferenziale di una funzione , di cui si conosce la natura , o 
a darli taluna proprietà che ei non avrebbe se esso si considerasse 
una quantità Anita . Si ha allora un mezzo di conoscere il primo 
termine della serie del valore di A^> quindi per mezzo del Gai- 
colo IntQgrak il valore di <p. . In sostanza altro non si fa in que- 
sto caso che paragonando la serie 

(^)wH-(f?)— -+• ec. con un^ altra quantità Mw , eguagliare 

■ 

( ^ ) alla quantità M . Conviene perciò che in tal caso la suppo- 
sizione di annullare w* ec. in confronto di to, o di supporre u) in- 
finitesimo , coincida con un'altra supposizione di far cioè che al- 
lora si eguaglino le quantità Mca e ùp i 

Ma ripetiamo questo ragionamento sopra un esempio . Se in* 
dichiamo per (p{x) ^=y Y ordinata di una curva corrispondente 
air ascissa x , quella corrispondente all'ascissa x ^ tjò sarà 

Ora supponiamo che w sia una quantità infinitesima , e quell'or- 
dinata sarà j^ *^ (^)^ * '^ questa supposizione non avvi alcun 
dubbio che noi abbiam commesso un errore supponendo che la se- 
conda ordinata comunque vicinissima alla prima, sia ^ h* <^(7^); 

facciamo un' altra supposizione > che cioè V arco di curva corris* 
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poadentc ad od i si confonda con la tangente di essa ^ vale a dire 
che la seconda ordinata termini alla tangente ^ ed allora questa se- 
conda supposizione viene a correggere la prima 9 e non avvi più 
errore alcuno nel calcolo. 

Coerentemente a queste due simultanee supposizioni) la sut- 

tangeute sta ad j^ ; : w : w ( ^ ) : : do? : cfy ; dunque avremo 

suttang. =j^ : (^). 

Che la seconda supposizfone rimedi air errore cagionato dal- 
la prima 9 sì dimostra facilmente . 

L' equazione della tangente ( §• 78 ) ad uaa curva nel pun- 
to corrispondente air ascissa x 9 h 

q srsy — cg{j^) ^ p{j^)ì ove p^ q sono ie coordinate della tan- 

gente . 

Eguagliamo V ascissa p ad.o? H- w > ed avremo allora 

-«(J)-*.a;(^)H-«(g), quindi 

a ==y-^w(^)imanel punto del contatto q =syi dnnqne in- 

dicando per ( Aj' ) 1* differenza delle due ordinate snccessive nel- 
la tangente , corrispondenti alle due ascisse a? > jc h- u , sarà 

(A^) = co(g). 

Questa stessa differenza considerata nella curva , è 

Ove si vede che il primo termine della differenza nell' ordi- 
nata della curva, è effettivamente eguale alla differenza nell' ordi- 
nata della tangente; e perciò indicando con dx V aumento w e con 
dy il differenziale di ^ , si avrà suttang :y :: dx : dy , risultato a 
coi eramo pervenuti con le due false supposizioni: la prima di tra- 
scurare le potenze w' , w' ec. in confronto di w , e la seconda di 
supporre che 1' arco di curva si confonda <;on la tangente . 

Nella stessa maniera , supponiamo che (p (a?) indichi l'arco di 
curva corrispondente all' ascissa » ; se a? cresce della quantità dx > 
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avremo k porzione deirarco A^ corrispondente ali* aumento dx^ 
così espressa 

Facciamo nna prima sapposizione : posto dx infinitesimo spre- 
ziamone le potenze superiori alla prima > ed avremo V archetto- in- 
finitesimo 

Con questa supposizione m vero commesso abbiamo un erro- 
re , trascurando quel numero infinito dei termini che vengono do- 
po il primo . 

Facciamo una seconda supposizione che cioè V archetto infi- 
nitesimo si combaci e confonda con la tangente 9 ed allora questa 
correggerà Terrore prodotto dalla prima • 

Questa seconda supposizione ci dà 

{%)dx = y/{dx^^d/)=^s/{dx*^dx\^)'), quindi - 

Che queste due supposizioni: corrcggana reciprocamente gli 
errori che producono , si vede chiaramente y giacché congiunta- 
mente adoprate , esse ci danno lo stesso risultato > il quale con me- - 
todo rigoroso trovato abbiamo ( §• 81. ) : ivi infatti abbiam detto 

che la difi^erenzìale di un arco p è eguale a ^^v^( ^ H» C^)'') • 

Ma quella compensazione degli errori sarebbe difficile a di- 
mostrarsi a priori >^ e quindi ci siamo contentati di fare osservare 
che il risultato dipendente da quelle supposizioni ^ combina esatta- 
mente con quello trovato al citato $^. 

Generalmente parlando con la supposizione dì w ^ ovvero dx 
infinitesimo 9 ne va sempre unita un' altra 9 la quale secondo la na- 
tura del Problema, dando eerte proprietà alla porzione della quan- 
tità dp^ corregge V errore prodotto dalla prima . 

Non sarebbe facile la dimostrazione generale di questo Teo- 
rema ; e nei diversi casi particolari per instituirla , onde si accon- 
tenti il nostro spirito > non avvi altro ripiego che il fare uso dei 

Tom. IV. Q q 
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ragionamenti e principj rigorosi adopratì nel corso di quest'Ope- 
ra ; quindi è che per rendere rigoroso il metodo degli infinitesimi 
converrebbe chiamare in sussidio quegli 6&essi princip; che basta- 
no da se soli alla soluzione dei Problemi . 

^ E di qui concluderemo che il maneggio degli infinitesimi 
nella soluzione dei Problemi , porta a risultati esatti non perchè 
non si faccia un errore snpponendo annullarsi le potenze superio- 
ri del dx in confronto delle inferiori > ma perchè insieme con 
quella supposizione se ne fa sempre un' altra che distrugge Y er^ 
rore fatto dalla prima.. 



Fine del Tomo Quarto. 
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